
 

Μηχανική Στερεού ΙΙ. 

1) Ο κύλινδρος του σχήµατος έχει τυλιγµένο γύρω του ένα αβαρές 

νήµα, στο ελεύθερο άκρο του οποίου είναι δεµένο ένα σώµα µά-

ζας Σ µάζας m1=2kg. Ο κύλινδρος µπορεί να στρέφεται γύρω από 

σταθερό οριζόντιο άξονα, ο οποίος ταυτίζεται µε τον άξονά του 

που διέρχεται από τα κέντρα των δύο βάσεων. Σε µια στιγµή, t=0, 

αφήνουµε το σύστηµα να κινηθεί.   

∆ίνονται: Η ακτίνα του κυλίνδρου R=0,4m, η µάζα του κυλίν-

δρου Μ=4kg, τριβές δεν υπάρχουν, ενώ η ροπή αδράνειας του 

κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής  Ι= 0
1
2
 ΜKR2

 και 

g=10m/s
2
.  

Να βρείτε: 

i) Την επιτάχυνση που θα αποκτήσει το σώµα Σ. 

ii) Το µέτρο της δύναµης που ασκεί ο άξονας στον κύλινδρο. 

iii) Για τη χρονική στιγµή t=2s ζητούνται: 

a) Η γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου.  

b) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του κυλίνδρου ως 

προς τον άξονα περιστροφής του. 

c) Ο ρυθµός µεταβολής της συνολικής στροφορµής του συ-

στήµατος ως προς τον άξονα περιστροφής του κυλίνδρου. 

2) Υλικό σηµείο µάζας m κινείται ευθύγραµµα  και  οµαλά  µε  τα-

χύτητα µέτρου υ.   

i) Έχει  ορµή; Στροφορµή; Εξηγείστε την άποψή σας.   

a) Έστω ότι η κίνηση του  σώµατος  γίνεται πάνω στην 

πλευρά  ΑΒ του τετραγώνου ΑΒΓ∆  πλευράς  α.   

Ποια η στροφορµή του σώµατος στις θέσεις Α και Β:  

b) ως προς άξονα κάθετο στο επίπεδο του χαρτιού στο ση-

µείο ∆  

c) ως προς άξονα κάθετο στο επίπεδο του χαρτιού  στο µέ-

σον  Μ της Α∆.   

ii) Ποια η µεταβολή της ορµής και ποια της στροφορµής του α-

νάµεσα στις θέσεις Α και Β.   

3) Τροχός ακτίνας R=0,2m και µάζας Μ=1 kg, η οποία θεωρείται 

συγκεντρωµένη στην περιφέρειά του, στρέφεται µε γωνιακή τα-

χύτητα ω0=5rad/s γύρω από κατακόρυφο άξονα κάθετο στο επί-

πεδο του τροχού, όπως στο σχήµα. 

i) Να υπολογίσετε το µέτρο της στροφορµής του τροχού. 

ii) Ο άνθρωπος στρέφει τον άξονα του τροχού κατά:  

α) φ=60° β) φ=90° γ) φ=120° δ)  φ= 180°  

χωρίς να µεταβληθεί το µέτρο της γωνιακής του ταχύτητας. 

Να υπολογίστε την µεταβολή της στροφορµής του τροχού σε 

κάθε περίπτωση. 

iii) Αν καθεµιά από τις παραπάνω στροφές διαρκεί χρονικό διά-

στηµα ∆t=2s, να υπολογιστεί το µέτρο της ροπής που ασκή-
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θηκε στον άξονα περιστροφής του τροχού. 

4) Οµογενής τροχαλία µάζας Μ και ακτίνας R=0,2m µπορεί να πε-

ριστραφεί γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που διέρχεται από 

το κέντρο της Κ. Τυλίγουµε γύρω από το αυλάκι της τροχαλίας 

αβαρές και µη εκτατό νήµα και στο άκρο του ασκούµε δύναµη 

που µεταβάλλεται µε το χρόνο σύµφωνα µε τη σχέση F=20-2t 

(S.Ι.).  

i) Ποιος ο µέγιστος και ποιος ο ελάχιστος ρυθµός µεταβολής 

της στροφορµής της τροχαλίας; 

ii) Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της τροχαλίας τη 

χρονική στιγµή t=5s. 

iii) Να κάνετε το διάγραµµα της γωνιακής επιτάχυνσης της τρο-

χαλίας σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

iv) Αν η γωνία κλίσης της παραπάνω γραφικής παράστασης είναι 

45° να βρεθεί η µάζα της τροχαλίας. 

v) Βρείτε την γωνιακή ταχύτητα της τροχαλίας τη στιγµή t=10s; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της τροχαλίας Ιcm = 0
1
2 

ΜR
2
. 

5) Στο διπλανό σχήµα η οµογενής  σφαίρα ακτίνας r =1 m και µάζας 

7kg, αφήνεται στο σηµείο Σ του κεκλιµένου επιπέδου που βρίσκε-

ται σε ύψος h. Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στο κεκλι-

µένο επίπεδο αλλά και στο εσωτερικό της κυκλικής στεφάνης, 

ακτίνας R =6 m. Τη στιγµή που περνάει από τη θέση Α, όπου η 

ακτίνα (ΟΑ) είναι οριζόντια, έχει κατακόρυφη ταχύτητα υ=4m/s.  

Για την θέση αυτή: 

i) Βρείτε την γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας. 

ii) Ποια η γωνιακή ταχύτητα του κέντρου της σφαίρας για την 

κυκλική της κίνηση, γύρω από το κέντρο της στεφάνης Ο; 

iii) Βρείτε την επιτάχυνση της σφαίρας. 

iv) Ποια η στροφορµή και ποιος ο ρυθµός µεταβολής της 

στροφορµής της σφαίρας ως προς το κέντρο Ο της τροχιάς; 

v) Ποια η ακτινική δύναµη που δέχεται η σφαίρα από τη στεφά-

νη στη θέση Α; 

∆ίνονται: Η ροπή αδράνειας της σφαίρας Ι = 0
2
5
 mKr2 και g=10 

m/s
2
. 

6) Γύρω από τον ίδιο κατακόρυφο άξονα στρέφονται δύο δίσκοι Α 

και Β µε την ίδια ακτίνα µε µάζες m1=2kg και m2=3kg και µε γω-

νιακές ταχύτητες µέτρων 10rad/s και  5rad/s αντίστοιχα, όπως 

στο σχήµα. Σε µια στιγµή ο Α δίσκος ξεκολλά από την θέση του 

και πέφτοντας προσκολλάται στον δίσκο Β. 

i) Ποια η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστήµατος; 

ii) Αν η ακτίνα των κυλίνδρων είναι ίση µε 1m, ενώ η αρχική 

κατακόρυφη απόστασή τους 2m, ποια η απώλεια της Μηχα-

νικής ενέργειας κατά την κρούση;   

∆ίνονται η ροπή αδράνειας ενός δίσκου ως προς τον άξονα 
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περιστροφής του I= 0
1
2  
 m R

2   
 

 
g=10m/s

2
. 

7) Ο οριζόντιος δίσκος του σχήµατος στρέφεται γύρω από κατακό-

ρυφο άξονα που διέρχεται από το κέντρο του µε γωνιακή ταχύτη-

τα ω1=20rαd/s. Τοποθετούµε πάνω στο δίσκο και σε απόσταση 

d=0,1m από το κέντρο του µια σηµειακή µάζα m=0,2kg, η οποία 

κολλάει στον δίσκο, ο οποίος αποκτά γωνιακή ταχύτητα 

ω2=10rαd/s. 

i) Ποια η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς τον άξονα 

περιστροφής του; 

ii) Αν η σηµειακή µάζα αφεθεί να πέσει από ύψος h=1m και να 

κολλήσει στον δίσκο, όπως και προηγουµένως, ποια η 

8) Η οµογενής ράβδος ΑΓ του σχήµατος έχει µάζα 4kg, µήκος 6m 

και µπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα, ο 

οποίος διέρχεται από σηµείο Ο όπου (ΑΟ)=2m.Η ράβδος σχηµα-

τίζει µε το έδαφος γωνία ίση µε 60°. Αφήνουµε ένα πλαστικό 

σώµα Σ (το οποίο µπορεί να θεωρηθεί υλικό σηµείο), µάζας 2kg, 

να πέσει από ύψος h=5m πάνω από το άκρο Α και συγκρούεται 

πλαστικά µε τη ράβδο. Να υπολογίσετε την απώλεια της µηχανι-

κής ενέργειας, που οφείλεται στην πλαστική κρούση.  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας ράβδου µάζας m και µήκους l ως προς 

άξονα που διέρχεται από το άκρο της και είναι κάθετος στην ρά-

βδο:  

   ΙΓ= 0
1

3
 m·l

2
  και g=10m/s

2
. 

9) Λεπτή οµογενής ράβδος ΑΒ µήκους : =2m και µάζας Μ=3kg 

µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα 

ο οποίος διέρχεται από ενδιάµεσο σηµείο της Κ και είναι κάθετος 

σ’ αυτή. Στο άκρο Α έχουµε στερεώσει µικρό σώµα µάζας 

m1=2kg και η ράβδο ισορροπεί οριζόντια. Ένα µικρό κοµµάτι 

πλαστελίνης, µάζας m2=0,8kg αφήνεται ελεύθερη από ύψος 

h=1,8m πάνω από τη ράβδο, οπότε συγκρούεται και κολλάει σ’ 

αυτή σε σηµείο της Ζ. Αµέσως µετά τη στιγµή της σύγκρουσης ο 

ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος έχει µέτρο 

1
d
dt
L
 =8kgm

2
/s

2
. Να υπολογίσετε: 

i) Την απόσταση (ΑΚ). 

ii) Την απόσταση (ΚΖ). 

iii) Το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ράβδου αµέσως µετά 

την σύγκρουσή της µε την πλαστελίνη. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα 

που διέρχεται από το µέσον της Ι= 1
1
1
2
 ml

2
 και g=10m/s

2
. 

10) Στην επιφάνεια µιας παγωµένης λίµνης ηρεµεί µια οµογενής σα-

νίδα µήκους 4m και µάζας Μ=3kg. Ένα βλήµα µάζας m=0,1kg 
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Α

B

κινείται οριζόντια µε ταχύτητα µέτρου υ0=200m/s και διεύθυνση 

κάθετη στη σανίδα,  κτυπά τη σανίδα σε σηµείο Ο, το οποίο απέ-

χει d=1m από το ένα της άκρο, την διαπερνά και εξέρχεται µε 

ταχύτητα υ=50m/s. 

Βρείτε την ταχύτητα του κέντρου µάζας της σανίδας µετά τη 

κρούση. 

i) Υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής που θα απο-

κτήσει η σανίδα. 

ii) Ποιο το µέτρο της ταχύτητας του σηµείου Ο αµέσως µετά τη 

σύγκρουση; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που 

διέρχεται από το µέσον της Ι= 1
1
1
2
 ml

2
. 

11) Μια ράβδος µήκους : και µάζας m ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επί-

πεδο. Μια µπάλα, ίδιας µάζας m, που θεωρείται υλικό σηµείο κι-

νείται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο, κάθετα προς τη ράβδο, µε τα-

χύτητα υ0=20m/s και προσκολλάται στο άκρο Α της ράβδου. Να 

βρεθεί η ταχύτητα του άκρου Α αµέσως µετά την κρούση, όταν: 

i) Η ράβδος µπορεί να στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα 

ο οποίος περνά από το άκρο Ο της ράβδου. 

ii) Η ράβδος είναι ελεύθερη να κινηθεί.  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα 

που διέρχεται από το µέσον της Ι=1
1
1
2
m: 2. 

12) Οι παγοδρόµοι Α και Β έχουν ίσες µάζες m1 = m2=60kg και κι-

νούνται ευθύγραµµα κατά µήκος των παραλλήλων γραµµών που 

απέχουν µεταξύ τους 4 m. Οι παγοδρόµοι έχουν ταχύτητες µε µέ-

τρα υΑ=10m/s και υΒ=8m/s και αντίθετης φοράς ώστε να πλησιά-

ζει ο ένας τον άλλον. Ο παγοδρόµος Α κρατάει στο χέρι του την 

µια άκρη ενός κονταριού µήκους 4 m και αµελητέας µάζας. Όταν 

οι παγοδρόµοι πλησιάσουν στην µικρότερη απόσταση, ο Β πιάνει 

την ελεύθερη άκρη του κονταριού και πιασµένοι από τις άκρες 

του συνεχίζουν να κινούνται. 

i) Εξηγείστε και δικαιολογείστε µε σαφήνεια ποιο θα είναι το 

είδος της κίνησης που θα εκτελούν οι παγοδρόµοι, από την 

στιγµή που συνδέονται και οι δύο στο κοντάρι και µετά.  

ii) Υπολογίστε την ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος 

των δύο παγοδρόµων καθώς και την γωνιακή ταχύτητα περι-

στροφής του συστήµατος. 

13) Σφαιρίδιο µάζας m = 0,5 kg κινείται κυκλικά χωρίς τριβές πάνω 

σε οριζόντιο τραπέζι µε τη βοήθεια αβαρούς σχοινιού που 

περνά από λεία οπή και συγκρατείται στο άλλο άκρο του µε δύ-

ναµη µέτρου F = 36 Ν. Η  ακτίνα της κυκλικής τροχιάς είναι R1 = 

0,5 m. Τραβάµε το σχοινί κατακόρυφα κατά ∆y = 0,2 m. Να 

βρείτε:  

i) Την αρχική και τελική γραµµική ταχύτητα του σφαιριδίου. 
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ii) Την τελική τιµή της δύναµης F. 

iii) Το έργο της δύναµης F κατά το τράβηγµα του σχοινιού. 

14) Μια σφαίρα µάζας Μ=10kg και ακτίνας R=0,5m ηρεµεί σε λείο 

οριζόντιο επίπεδο. Κάποια στιγµή ένα βλήµα µάζας m1=1kg το 

οποίο κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ0=200m/s συγκρούεται µε 

τη σφαίρα στο σηµείο Α και φεύγει στη διεύθυνση ΟΑ µε ταχύ-

τητα υ1=100m/s, όπως στο σχήµα όπου θ=60°. Να υπολογίσετε 

την ταχύτητα του κέντρου Ο της σφαίρας καθώς και τη γωνιακή 

της ταχύτητα µετά την κρούση.  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας γύρω από άξονα ο οποίος 

περνά από το κέντρο της Ι=0
2
5 

ΜR
2
. 

15) Μια λεπτή οµογενής ράβδος µήκους ;=2m και µάζας Μ=6kg 

µπορεί να στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα, ο οποίος διέρχε-

ται από το άκρον της Ο και ισορροπεί σε κατακόρυφη θέση. Ένα 

βλήµα µάζας m=10g κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ=800m/s, 

συγκρούεται µε τη ράβδο σε απόσταση d=1,5m από τον άξονα 

περιστροφής της και εξέρχεται από αυτήν µε ταχύτητα υ1= 0
υ
3
 . Να 

υπολογίσετε: 

i) Την στροφορµή του βλήµατος ως προς τον άξονα περιστρο-

φής της ράβδου ελάχιστα πριν την σύγκρουση. 

ii) Τη γωνιακή ταχύτητα που θα αποκτήσει η ράβδος. 

iii) Το µέτρο της µέσης τιµής της δύναµης που δέχτηκε το βλήµα, 

αν η χρονική διάρκεια της κρούσης ήταν ∆t=0,01s. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το άκρο Ο:  

 Ι=0
1
3
 Μ: 2. 

16) Οι δίσκοι του σχήµατος έχουν µάζες m1=5kg και m2=2kg και α-

κτίνες R1=1m και R2=0,5m αντίστοιχα. Οι δίσκοι περιστρέφονται 

γύρω από τον ίδιο κατακόρυφο άξονα, ο οποίος διέρχεται από τα 

κέντρα τους, χωρίς τριβές. Ο κάτω δίσκος έχει γωνιακή ταχύτητα 

ω1=10rad/s µε φορά προς τα πάνω και ο πάνω δίσκος ω2=56rad/s 

µε φορά προς τα κάτω. Σε µια στιγµή ο πάνω δίσκος αποσπάται 

και πέφτει στον κάτω δίσκο, οπότε σε χρονικό διάστηµα ∆t=0,2s 

αποκτούν την ίδια γωνιακή ταχύτητα και στρέφονται σαν ένα 

σώµα µε γωνιακή ταχύτητα ω. Να υπολογίσετε: 

i) Την αρχική στροφορµή κάθε δίσκου. 

ii) Την κοινή γωνιακή ταχύτητα ω. 

iii) Την µεταβολή της στροφορµής κάθε δίσκου. 

iv) Το µέτρο της µέσης ροπής που δέχτηκε κάθε δίσκος.  

v) Το έργο της ροπής της τριβής που δέχτηκε ο µικρός δίσκος 

από τον µεγάλο, από τη στιγµή που ήρθαν σε επαφή, µέχρι τη 

στιγµή που απέκτησαν κοινή γωνιακή ταχύτητα. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας ενός δίσκου ως προς τον άξονά του  

Ι=0
1
2
  mKR2

. 
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17) Η οµογενής ράβδος του σχήµατος µήκους : =1m και µάζας 40kg 

ισορροπεί µε την βοήθεια δύναµης F που είναι κάθετη στο άκρο 

της Α, όπως στο σχήµα, όπου φ=60°. 

i) Να βρείτε το µέτρο της δύναµης F και το µέτρο της δύναµης 

που δέχεται η ράβδος από την άρθρωση στο άκρο Ο. 

ii) Αν το µέτρο της δύναµης <F γίνει F= 76π (Ν) και είναι συνε-

χώς κάθετη στο άκρο Α να βρεθεί η γωνιακή ταχύτητα της 

ράβδου, όταν φθάσει στην οριζόντια θέση για πρώτη φορά. 

iii) Για την οριζόντια θέση να βρεθούν: 

a) Ο ρυθµός προσφοράς ενέργειας στη ράβδο µέσω της 

δύναµης F. 

b) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου. 

c) Ο ρυθµός µεταβολής της γωνιακής ταχύτητας της ρά-

βδου. 

d) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας της ράβδου. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που 

διέρχεται από το µέσον της Ι= 1
1
1
2
 ml

2
 και g=10m/s

2
. 

18) Χρησιµοποιώντας οµογενείς δοκούς, σχηµατίζουµε ένα ορθογώ-

νιο ΑΒΓ∆, µε πλευρές (ΑΒ)=4m και (ΒΓ)=3m µε συνολική µάζα 

28kg. Το ορθογώνιο µπορεί να στρέφεται γύρω από οριζόντιο 

άξονα, ο οποίος διέρχεται από την κορυφή Α και βρίσκεται σε τέ-

τοια θέση, ώστε η πλευρά ΑΒ να είναι οριζόντια. Αφήνουµε ε-

λεύθερο το ορθογώνιο να κινηθεί. Αν η ροπή αδράνειας του συ-

στήµατος ως προς τον άξονα περιστροφής είναι Ι=280kgKm2
, ζη-

τούνται: 

i) Η αρχική γωνιακή επιτάχυνση του ορθογωνίου; 

ii) Η µέγιστη ταχύτητα της κορυφής Γ; 

 ∆ίνεται g=10m/s
2
   

19) Μια σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο επίπεδο µε 

ταχύτητα υ0=5m/s και φθάνει σε κεκλιµένο επίπεδο κλίσεως 

θ=45°, στο οποίο αρχίζει να ανέρχεται. 

i) Ποιες τιµές µπορεί να έχει ο συντελεστής στατικής οριακής 

τριβής µεταξύ σφαίρας και κεκλιµένου επιπέδου, ώστε η 

σφαίρα να συνεχίσει να κυλίεται; 

ii) Αν ο συντελεστής στατικής οριακής τριβής µεταξύ σφαίρας 

και κεκλιµένου επιπέδου είναι µs=0,3, ποιο το µέγιστο ύψος 

από το οριζόντιο επίπεδο, στο οποίο θα φτάσει η σφαίρα; 

Για τη σφαίρα Ι=0
5
2
 mKR2

 και g=10m/s
2
. 

20) ∆ίσκος µάζας 2kg και ακτίνας 0,4m  µπορεί να στρέφεται χωρίς 

τριβές γύρω από το κέντρο του Ο. Στην άκρη νήµατος, που έχει 

τυλιχθεί γύρω από τον δίσκο, δένεται σώµα Σ µάζας 1kg που απέ-

χει h=10m από το έδαφος και αφήνεται να κινηθεί προς τα κάτω.  

i) Υπολογίστε τις δυνάµεις που ενεργούν στο σώµα Σ και την ε-

πιτάχυνσή του.   
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ii) Βρείτε την γωνιακή επιτάχυνση του τροχού,   

iii) Με ποια ταχύτητα φτάνει το Σ στο έδαφος και πόση είναι τό-

τε η γωνιακή ταχύτητα του τροχού;   

iv) Πόσο είναι το άθροισµα της κινητικής ενέργειας του δίσκου 

και του σώµατος, όταν αυτό φτάνει στο έδαφος.   

Για τον δίσκο I= 0
1
2  
 mR

2
.  g=10m/s

2
. 

21) Γύρω από οµογενή κύλινδρο µάζας m=0,2kg και ακτίνας R=0,1m 

είναι τυλιγµένο ένα αβαρές νήµα. Στο ελεύθερο άκρο του νήµα-

τος ασκούµε κατακόρυφη δύναµη F, προς τα πάνω, έτσι ώστε ο 

κύλινδρος να παραµένει στη θέση του, όταν το νήµα ξετυλίγεται. 

i) Να βρείτε τη δύναµη F. 

ii) Πόσο είναι το έργο της δύναµης F από t=0, µέχρι τη στιγµή 

που ο κύλινδρος αποκτά γωνιακή ταχύτητα ω=40rαd/s; 

iii) Πόσο νήµα έχει ξετυλιχθεί στο παραπάνω χρονικό διάστηµα; 

iv) Ποια χρονική στιγµή ο κύλινδρος αποκτά γωνιακή ταχύτητα 

40rαd/s;    

∆ίνονται για τον κύλινδρο Ι= 0
1
2   

 mR
2
  και g=10m/s

2
. 

22) Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια ορθογώνια πλάκα µάζας 

Μ=12kg και πλευρών α=4m και β=3m. Σε µια στιγµή δέχεται  

στην κορυφή Β µια σταθερή οριζόντια δύναµη µέτρου F=24Ν, 

οπότε µετά από χρόνο t=1s η πλάκα έχει περιστραφεί κατά θ, 

φτάνοντας στη θέση που φαίνεται στο σχήµα 2 . 

i) Να περιγράψετε την κίνηση της πλάκας. 

ii) Να χαρακτηρίστε σαν σωστές ή λαθεµένες τις παρακάτω 

προτάσεις: 

a) Η πλάκα εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κί-

νηση και οµαλά επιταχυνόµενη στροφική κίνηση. 

b) Η πλάκα στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που διέρ-

χεται από το κέντρο της. 

c) Η πλάκα στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που 

διέρχεται από το κέντρο της. 

d) Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της πλάκας µπορεί να 

υπολογιστεί από την εξίσωση θ= 0
1
2
 αt

2
. 

iii) Υπολογίστε την ταχύτητα του κέντρου Ο της πλάκας στη θέ-

ση (2). 

iv) Βρείτε το έργο της δύναµης F µεταξύ των θέσεων (1) και (2). 

v) Πόση είναι η γωνιακή ταχύτητα της πλάκας στη θέση (2); 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της πλάκας ως προς άξονα κάθετο στην 

πλάκα που διέρχεται από το κέντρο της Ι= 1
1
1
2  
 Μ (α

2
+ β

2
). 

23) Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας οριζόντιος δίσκος 

ακτίνας R=0,4m και µάζας m=50kg. Σε ένα σταθερό σηµείο Α 

του δίσκου ασκείται µια σταθερή δύναµη µε µέτρο F=50Ν, όπως 

στο σχήµα (α) οπότε µετά από χρόνο t=2s ο δίσκος βρίσκεται στη 
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θέση που φαίνεται στο σχήµα (β), για πρώτη φορά. Ζητούνται: 

i) Η ταχύτητα του κέντρου Ο του δίσκου στη θέση (β). 

ii) Το έργο της δύναµης από τη θέση (α) µέχρι τη θέση (β). 

iii) Η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου στη θέση (β).  

 ∆ίνεται η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς κατακόρυφο 

άξονα που περνά από το κέντρο του Ο:   Ι=0
1
2
 mR

2
. 

24) Μια µικρή σφαίρα µάζας m=0,7kg αφήνεται να κινηθεί 

από το σηµείο Α σε ύψος h=4m και κυλίεται χωρίς ολί-

σθηση κατά µήκος κεκλιµένου επιπέδου φτάνοντας στη 

βάση ενός κατακόρυφου τεταρτοκυκλίου ακτίνας 

R=0,5m (θέση Γ), ενώ φτάνοντας στη θέση ∆ εγκατα-

λείπει το τεταρτοκύκλιο και κινείται κατακόρυφα προς 

τα πάνω. Να βρεθούν: 

i) Η κάθετη αντίδραση του επιπέδου στη θέση Γ. 

ii) Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στρο-

φορµής της σφαίρας στη θέση ∆. 

iii) Το µέγιστο ύψος πάνω από το σηµείο ∆ που θα φτάσει η 

σφαίρα. 

∆ίνονται: Η ροπή αδράνειας της σφαίρας Ι = 0
2
5
 mKr2 και g = 10 

m/s
2
. 

25) Στο διπλανό σχήµα η οµογενής σφαίρα, µάζας 1kg και ακτίνας r 

= 0,4 m, αφήνεται στο σηµείο Α του κεκλιµένου επιπέδου που 

βρίσκεται σε ύψος h. Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στο 

κεκλιµένο επίπεδο αλλά και στο εσωτερικό της κυκλικής στεφά-

νης, ακτίνας R = 20 m. 

i) Τι ταχύτητα πρέπει να έχει η σφαίρα στο ανώτερο σηµείο Γ 

της στεφάνης, ώστε να κάνει ασφαλή ανακύκλωση; 

ii) Ποια η αντίστοιχη γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας; 

iii) Βρείτε τη συνολική στροφορµή της σφαίρας ως προς άξονα, 

κάθετο στο επίπεδο της τροχιάς, ο οποίος διέρχεται από το 

κέντρο Ο της κυκλικής στεφάνης. 

iv) Ποιο είναι το ελάχιστο ύψος h του κέντρου της σφαίρας από 

το έδαφος, ώστε να κάνει ασφαλή ανακύκλωση; 

∆ίνονται: Η ροπή αδράνειας της σφαίρας Ι = 0
2
5
 mKr2 και g = 10 

m/s
2
. 

26) Ένας κύλινδρος µάζας m=20kg και ακτίνας R=0,5m, ηρεµεί σε 

οριζόντιο επίπεδο. Σε µια στιγµή δέχεται την επίδραση σταθερής 

οριζόντιας δύναµης F=80Ν, η οποία ασκείται στο κέντρο Ο του 

κυλίνδρου, όπως στο σχήµα. Οι συντελεστές τριβής µεταξύ κυ-

λίνδρου και εδάφους είναι µs= µ=0,1. 

i) Να αποδειχθεί ότι στον κύλινδρο ασκείται τριβή ολίσθησης 

µε φορά προς τα αριστερά. 

ii) Ποια η επιτάχυνση που αποκτά ο κύλινδρος; 
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iii) Να βρεθεί η γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου.  

iv) Ποια η ταχύτητα του κέντρου Ο του κυλίνδρου και η γωνιακή 

ταχύτητα του κυλίνδρου για t=4s; 

v) Για το χρονικό διάστηµα από 0-4s, να βρείτε: 

a) Την ενέργεια που δόθηκε στον κύλινδρο µέσω του έργου 

της δύναµης F. 

b) Με ποιες µορφές εµφανίζεται η παραπάνω ενέργεια και 

τι ποσό αντιστοιχεί σε κάθε µορφή; 

c) Κατά πόσο διάστηµα s1 γλίστρησε ο κύλινδρος στο πα-

ραπάνω χρονικό διάστηµα; Τι µετράει το γινόµενο ΤKs1; 

d) Τι µετράει το έργο της ροπής της τριβής; 

Για τον κύλινδρο Ι= 0
1
2  
 mR

2
. g=10m/s

2
. 

27) Τοποθετούµε τη µύτη ενός µολυβιού µήκους 12cm στο νύχι του 

χεριού µας και φέρνουµε το µολύβι σε κατακόρυφη θέση. Αφή-

νουµε το µολύβι να πέσει, οπότε η µύτη του εγκαταλείπει το νύχι 

σε µια θέση που σχηµατίζει γωνία θ µε την κατακόρυφη. Ζητού-

νται: 

i) Η γωνία θ. 

ii) Η γωνιακή ταχύτητα του µολυβιού τη στιγµή που χάνει την 

επαφή µε το νύχι. 

iii) Πόση είναι η ταχύτητα του κέντρου Κ του µολυβιού στην πα-

ραπάνω θέση; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του µολυβιού ως προς κάθετο σε 

αυτό άξονα που περνά από το µέσον του Κ, που θεωρείται και 

κέντρο µάζας του µολυβιού  Ιcm = 1
1
1
2
 m:2, όπου  : το µήκος 

του. 

Υπόδειξη: Πόση δύναµη δέχεται το µολύβι από το νύχι τη στιγµή που 

το εγκαταλείπει και τι ταχύτητα έχει το κέντρο Κ;   

Γύρω από ποιο σηµείο στρέφεται το µολύβι για όσο χρόνο 

βρίσκεται σε επαφή µε το νύχι; 

28) Η οµογενής ράβδος ΟΑ του σχήµατος έχει µήκος :=2m και µάζα 

m=6kg και µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο 

άξονα ο οποίος διέρχεται από το άκρο της Ο, ηρεµεί δε σε κατα-

κόρυφη θέση και εφάπτεται στο κάτω άκρο της σε σώµα Σ, µάζας 

2kg, το οποίο θεωρείται υλικό σηµείο. Εκτρέπουµε τη ράβδο από 

την κατακόρυφο κατά γωνία θ, όπου συνθ=0,4 και την αφήνουµε 

ελεύθερη να κινηθεί. Μόλις γίνει κατακόρυφη συγκρούεται στο 

άκρο της Α µε το σώµα Σ. Μετά τη κρούση το σώµα Σ διανύει 

απόσταση x=3,6m στο οριζόντιο επίπεδο, µέχρι να σταµατήσει. 

∆ίνεται ότι το σώµα Σ παρουσιάζει µε το επίπεδο συντελεστή 

τριβής ολίσθησης µ=0,5, η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς 

τον άξονα περιστροφής της Ι=0
1
3
 m: 2 και g=10m/s

2
.  

Ζητούνται: 

i) Η ταχύτητα που αποκτά µετά τη κρούση το σώµα Σ. 

  

        θ   Κ 
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ii) Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου, πριν και µετά τη κρούση. 

iii) Η απώλεια της Μηχανικής ενέργειας κατά την διάρκεια της 

κρούσης.  

iv) Πώς θα χαρακτηρίζατε την παραπάνω κρούση ελαστική ή ό-

χι; 

29) Γύρω από ένα κύλινδρο µάζας 10kg και ακτίνας 0,6m τυλίγουµε 

ένα αβαρές νήµα και για t=0 το τοποθετούµε σε λείο κεκλιµένο 

επίπεδο κλίσεως θ=30°, ασκώντας στο άκρο του νήµατος Γ δύ-

ναµη µέτρου F=60Ν παράλληλη προς το επίπεδο. Αν η ροπή α-

δράνειας του κυλίνδρου γύρω από τον άξονά του που διέρχεται 

από το κέντρο της βάσης του Ο, δίνεται από τη σχέση Ι=0
1
2 

mR
2
 

ενώ g=10m/s
2
 να βρείτε: 

i) Την επιτάχυνση του άξονα του κυλίνδρου. 

ii) Την γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου. 

iii) Την ταχύτητα ενός σηµείου Α, σηµείου επαφής του κυλίν-

δρου µε το επίπεδο τη χρονική στιγµή t1=5s. 

iv) Την κινητική ενέργεια του κυλίνδρου την παραπάνω χρονική 

στιγµή, καθώς και το έργο της δύναµης <F µέχρι τη στιγµή αυ-

τή. 

30) Γύρω από έναν οµογενή κύλινδρο µάζας m και ακτίνας R, τυλί-

γουµε ένα αβαρές νήµα και τον αφήνουµε να κινηθεί σε λείο ορι-

ζόντιο επίπεδο, τραβώντας το νήµα µε σταθερή οριζόντια δύναµη 

<F, όπως στο σχήµα. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως 

προς τον άξονά του Ι=0
2
1
 mR

2
.      

i) Να αποδείξτε ότι ο κύλινδρος θα εκτελέσει και µεταφορική 

και στροφική κίνηση. 

ii) Να βρείτε µια σχέση που να συνδέει την γωνιακή επιτάχυνση 

µε την επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου. 

iii) Για µια οριζόντια µετατόπιση του κυλίνδρου κατά x, να χα-

ρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις σαν σωστές ή λαθεµένες. 

a) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας του κυλίνδρου δίνεται 

από την σχέση: 

m

Fx
cm

2
=υ   

b) Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του κυλίνδρου παρέ-

χεται από τη σχέση: 

m

Fx

R

1

3

8
=ω  

c) Η ενέργεια που µεταφέρθηκε στον κύλινδρο, µέσω της 

δύναµης F είναι ίση µε: 

W = 2FKx. 

31) Γύρω από έναν οµογενή κύλινδρο µάζας m=4kg και ακτίνας 

R=0,5m, τυλίγουµε ένα αβαρές νήµα, µέσω του οποίου ασκούµε 
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Α Γ

@υ0

οριζόντια δύναµη F=3Ν. Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που 

ασκούνται στον κύλινδρο, ο οποίος αρχίζει να κυλίεται χωρίς ο-

λίσθηση.   

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα πε-

ριστροφής του Ι=0
2
1
 mKR2

.   

i) Χαρακτηρίστε σαν σωστές ή λαθεµένες τις παρακάτω προτά-

σεις: 

a) Για την µεταφορική κίνηση ισχύει  F + Τ = mKαcm. 

b) Για την στροφική κίνηση έχουµε  ΤKR - FKR = ΙKαγων. 

c) Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου έχει µέ-

τρο 1m/s
2
. 

d) Το µέτρο της τριβής είναι ίσο µε 1Ν. 

ii) Για µετατόπιση του κυλίνδρου κατά x=2m: 

a) Η µεταφορική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου είναι 

ίση µε 8J. 

b) Η περιστροφική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου ισού-

ται µε 4J. 

c) Η ενέργεια που προσφέρεται στον κύλινδρο µέσω της 

δύναµης είναι ίσο µε 12J. 

d) Το έργο της τριβής είναι ίσο µε µηδέν. 

e) Το έργο της ροπής της δύναµης F είναι ίσο µε 6J. 

f) Το έργο της ροπής της τριβής είναι ίσο µε -2J. 

iii) Για την στροφική κίνηση η ροπή της τριβής αφαιρεί περι-

στροφική κινητική ενέργεια, η οποία µετατρέπεται σε µετα-

φορική κινητική ενέργεια, µιας και το έργο της δύναµης Τ εί-

ναι θετικό. 

iv) Αν το επίπεδο ήταν λείο, ο κύλινδρος θα αποκτούσε µικρότε-

ρη ταχύτητα υcm και µεγαλύτερη γωνιακή ταχύτητα περι-

στροφής. 

 

32) Στρίβουµε ένα νόµισµα στον αέρα. Το νόµισµα έχει µάζα m=10g 

και διάµετρο d=2cm. Τη στιγµή που το νόµισµα εγκαταλείπει το 

χέρι µας κινούµενο κατακόρυφα προς τα πάνω είναι οριζόντιο, το 

ένα άκρο Α µιας διαµέτρου του ΑΓ έχει µηδενική ταχύτητα και 

περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα κάθετο στην ΑΓ που 

διέρχεται από το κέντρο µάζας του. Αν το κέντρο µάζας του νο-

µίσµατος κινηθεί κατακόρυφα και φθάσει σε ύψος h=20cm, να 

βρείτε: 

i) τον αριθµό των περιστροφών που θα εκτελέσει το νόµισµα 

µέχρι τη στιγµή που το κέντρο µάζας του νοµίσµατος θα ξα-

ναπεράσει από το σηµείο εκτόξευσης.  

ii) την ενέργεια που δώσαµε στο νόµισµα γι’ αυτή τη ρίψη. 

iii) Αν για την καταγραφή της κίνησης του νοµίσµατος, χρησιµο-

ποιήσουµε φωτογραφική µηχανή µε δυνατότητα ρύθµισης της 

συχνότητας λήψης των διαδοχικών φωτογραφιών, ποια θα 

έπρεπε να είναι η ελάχιστη συχνότητα λήψης, ώστε να µπο-
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ρέσουµε να καταγράψουµε όλες τις περιστροφές που εκτελεί 

το νόµισµα; Αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

∆ίνονται: η ροπή αδρανείας νοµίσµατος ως προς τον άξονα περι-

στροφής του, Ι= 0
1
4
 mR

2
 και g=10m/s

2
. Η αντίσταση του αέρα πα-

ραλείπεται. 

33) Στο διάστηµα, µακριά από Ουράνια σώµατα, κινείται µια δοκός 

µήκους l=10m και µάζας Μ=120kg µε ταχύτητα υ0=5m/s. Με α-

ντίθετη κατεύθυνση κινούνται δύο αστροναύτες Α και Β ίσων 

µαζών m1=m2=80kg µε ταχύτητες υ1= 8m/s και υ2=3m/s αντί-

στοιχα. Φτάνοντας ταυτόχρονα οι αστροναύτες στη δοκό, πιάνο-

νται από αυτήν στα δυο της άκρα. 

i) Να βρεθεί η ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος 

µετά την προσκόλληση των αστροναυτών στη δοκό. 

ii) Ποια η περίοδος περιστροφής του συστήµατος γύρω από το 

µέσον Ο της δοκού; 

iii) Βρείτε τη µεταβολή της ορµής κάθε αστροναύτη, κατά την 

πρόσδεσή του στη δοκό. 

iv) Αν ο χρόνος πρόσδεσης είναι πολύ µικρός και ίδιος για τους 

δύο αστροναύτες και η µέση δύναµη που δέχτηκε ο Α αστρο-

ναύτης από τη δοκό είχε µέτρο F1=800Ν, πόση η αντίστοιχη 

δύναµη που δέχτηκε ο Β; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της δοκού ως προς κάθετο προς αυτήν 

άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της  Ιcm= 11
1
2 
m: 2 

34) Οµογενής και ισοπαχής ράβδος ΑΓ µε µήκος L=1m και µάζα 

Μ=1,2kg µπορεί να στρέφεται, χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο 

άξονα που είναι κάθετος σε αυτή και διέρχεται από το µέσον της 

Ο. Στα δύο άκρα της ράβδου έχουµε στερεώσει δύο σφαιρίδια 

αµελητέων διαστάσεων, µάζας m=0,2kg το καθένα. Αρχικά η ρά-

βδος ισορροπεί οριζόντια, όπως φαίνεται στο σχήµα. Βλήµα µά-

ζας m=0,2kg αµελητέων διαστάσεων, κινείται κατακόρυφα προς 

τα κάτω µε ταχύτητα µέτρου υ0= 10m/s και ενσωµατώνεται ακα-

ριαία στο σφαιρίδιο στο άκρο Α της ράβδου. Να υπολογίσετε: 

i) Το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας του συστήµατος, αµέσως 

µετά την κρούση. 

ii) Το κλάσµα της αρχικής κινητικής ενέργειας του βλήµατος 

που χάθηκε κατά την κρούση. 

iii) Το µέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης του συστήµατος, αµέσως 

µετά την κρούση. 

iv) Το µέτρο της ταχύτητας του σφαιριδίου στο άκρο Γ της ρά-

βδου, τη στιγµή που αυτή γίνεται κατακόρυφη.  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς κάθετο προς αυτήν 

άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της  Ιcm= 11
1
2 
mL

2
 και 

g=10m/s
2
. 



Μηχανική Στερεού ΙΙ. 13 

 

35) Η ράβδος του σχήµατος έχει µήκος : =1m και µάζα m=3kg και 

µπορεί να στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα ο οποίος διέρχε-

ται από το άκρο του Ο και ισορροπεί σε κατακόρυφη θέση. Ε-

ξάλλου το σώµα Α, µάζας 1kg, ηρεµεί δεµένο στο άκρο του ορι-

ζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=100Ν/m, σε επαφή µε τη σφαίρα 

Β, µάζας 1kg. Συσπειρώνουµε το ελατήριο κατά Α1=0,4m και 

αφήνουµε το σώµα Α ελεύθερο να κινηθεί. Αν το επίπεδο είναι 

λείο και η κρούση µεταξύ των Α και Β είναι µετωπική και ελα-

στική, ενώ η σφαίρα συγκρούεται στο άκρο της ράβδου και κα-

τόπιν παραµένει ακίνητη, να βρεθεί η απώλεια µηχανικής ενέρ-

γειας κατά την κρούση της σφαίρας µε τη ράβδο. 

Για την σανίδα Ιcm = 1
1
1
2
 ml

2 
. 

36) Οριζόντια οµογενής ράβδος ΑΓ µήκους : =2m και µάζας m1=2kg 

ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Στο άκρο Α της ράβδου τοπο-

θετούµε έναν οµογενή κύλινδρο µάζας m=4kg και ακτίνας 

R=0,5m και για t=0 ασκούµε στον άξονά του σταθερή οριζόντια 

δύναµη µέτρου F=16Ν. Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ 

κυλίνδρου και σανίδας είναι µ=0,1. Παρατηρούµε ότι ο κύλιν-

δρος στρέφεται αλλά και ολισθαίνει κατά µήκος της σανίδας. Αν 

η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου γύρω από τον άξονά του Ιcm= 0
1
2
 

mR
2
 και g=10m/s

2
, να βρεθούν: 

i) Η επιτάχυνση του άξονα του κυλίνδρου. 

ii) Η γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου. 

iii) Η επιτάχυνση της ράβδου. 

iv) Σε πόσο χρόνο ο κύλινδρος θα φτάσει στο άκρο Γ της ρά-

βδου; 

 

 

  


