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Γ΄  ΤΑΞΗ :  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
 

ΘΕΜΑ  1o 

A.1.  ∆ίνοντα ι  οι  µ ι γαδ ικο ί  αριθµοί  z1 ,  z2 .  Να  αποδε ίξετε  ότ ι :  ⎜z1  ⋅  z2⎜  =  ⎜z1⎜  ⋅  ⎜z2⎜ .   ΘΕΩΡΙΑ  

ΒΙΒΛΙΟ  ΣΕΛ  98 

Μονάδες  7 ,5   

Α .2 .   Να  χαρακτηρίσετε  τ ις  προτάσε ις  που  ακολουθούν ,  γράφοντας  στο  τετράδιό  σας  την  

ένδε ιξη  Σωστό  ή  Λάθος  δίπλα  στο  γράµµα  που  αντ ιστο ιχε ί  σε  κάθε  πρόταση .  

 Για  κάθε  µ ι γαδ ικό  αριθµό  z  ισχύε ι :  

 

            α .   =
2 z  z z   Σ  

 β .   =2 2 z z      Λ  

 γ .    z -  z =   Λ  

 δ .    z  z =   Σ  

 ε .    z  z i =    Σ  

Μονάδες  5  

Β .1 .  Αν   i, 3 - 1  z και  i 4  3  z 21 =+=  να γράψετε στο τετράδιό σας  τους  

αριθµούς  της  Στήλης  Α  κα ι  δίπλα  σε  κάθε  αριθµό  το  γράµµα  της  Στήλης  Β  έτσ ι ,  ώστε  να  

προκύπτε ι  ισότητα .  

Στήλη  Α  Στήλη  Β  

1 .   z  z 21 ⋅ ζ  
α .  4 

2 .   z 2
1       γ  

β .  2 

3 .  
2

2z      α  
γ .  25 

4 .  1z −   δ  
δ .  –5 

5 .   z i 2    β  
ε .  –2 

 στ .   5 

 ζ .  10 
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Β .2 .  Αν  γ ια  το  µ ι γαδ ικό  αριθµό    1,  z   ισχύει  z =  να  δε ίξετε  ότ ι   
z
1  z = .  
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ  

1 0z z= ⇔ ≠ .  
2 11 1 1z z z z z

z
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

ΘΕΜΑ  2ο  
Έστω  f  µ ι α  πραγµατ ι κή  συνάρτηση  µε  τύπο :  
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α .  Αν  η  f  ε ί να ι  συνεχής ,  να  αποδε ί ξ ε τ ε  ότ ι  α  =  –1 /9 .  
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β .  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης  Cf  της συνάρτησης f στο σηµείο Α(4,  f(4)). 
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γ .  Να  υπολογ ίσε τ ε  το  εµβαδόν  του  χωρ ίου  που  περ ικλε ί ε τα ι  από  τη  γραφ ική  παράσταση  

της  συνάρτησης  f ,  τον  άξονα  x ΄x  κα ι  τ ι ς  ευθε ί ε ς  x=1  κα ι  x=2 .  

Μονάδες  9  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  

Α )  
2

3 3
lim ( ) lim 9
x x

f x xα α
− −→ →

= =  

0
3 30

3 3 3

1lim ( ) lim lim 1
3 1

x x

x x x

e ef x
x+ + +

− −

→ → →

− −
= =

− = −  

(3) 9f α=  

Αφού  f  συνεχής  στο  x 0 =3  πρέπε ι 19 1 9α α= − ⇔ = −  

Β )  Γ ια  x>3  έχουµε :  

 
( )

( )

3 33 3

2 2

( 3) 1 11 (( ) ...
3 (3

x xx xe x ee ef x
x xx

− −− −′ − ⋅ − − − ⋅⎛ ⎞− ⋅′ = = = =⎜ ⎟− −−⎝ ⎠
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0 1(4) 1
1

ef ⋅ −′ = = − .  

11(4) 1
1
ef e−

= = − .  Εποµένως  η  εξ ίσωση  της  εφαπτοµένης  

ε ί να ι :   

(4) (4) ( 4) (1 ) 1( 4) 5y f f x y e x y x e′− = ⋅ − ⇔ − − = − − ⇔ = − − +  

Γ )  Γ ια  x∈ [ 1 ,2 ]  έχουµε  
21( ) 0

9
f x x= − < .  Άρα  

2
2

2

1
1

1 1 1 73 (8 1) . .
9 9 27 27

1
3

E x dx x τ µ⎛ ⎞= − − = ⋅ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
∫ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
ΘΕΜΑ  3ο  

Για  µ ια  συνάρτηση  f ,  που  ε ίνα ι  παραγωγίσ ιµη  στο  σύνολο  των  πραγµατικών  αριθµών  ΙR, ισχύε ι  

ότ ι :  

  

f 3 ( x )  +  β  f 2 ( x )  +  γ  f ( x )  =  x 3  –  2x 2  +  6x  –1    γ ια  κάθε  x∈  ΙR,  

 

όπου  β ,  γ  πραγµατ ι κο ί  αρ ιθµο ί  µε  β 2  <  3γ .  

 

α .  Να  δε ί ξ ε τ ε  ότ ι  η  συνάρτηση  f  δεν  έχε ι  ακρότατα .   
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β .  Να  δε ί ξ ε τ ε  ότ ι  η  συνάρτηση  f  ε ί να ι  γνησ ίως  αύξουσα .  

Μονάδες  8  

 

γ .  Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 στο ανοικτό διάστηµα (0,1). 

Μονάδες  7  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  

Α) Παραγωγίζοντας τα δύο µέλη της δοθείσας έχουµε: 

2 23 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 3 4 6f x f x f x f x f x x xβ γ′ ′ ′⋅ + ⋅ + = − + ⇔  

( )2 2( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 4 6f x f x f x x xβ γ′ ⋅ + + = − +

2 <

>

. (1) 

Θεωρώντας το τριώνυµο  

2 23 ( ) 2 ( ) ,  ∆=4β 12 4( 3 ) 0f x f xβ γ γ β γ+ + − = − , λόγω της δοθείσης.  

Άρα  για κάθε f(x). Οπότε 
23 ( ) 2 ( ) 0f x f xβ γ+ +

2

2

3 4 6( )
3 ( ) 2 ( )

x xf x
f x f xβ γ

− +′ =
+ +

.Το 

για κάθε x∈R διότι η διακρίνουσά του είναι αρνητική οπότε 
23 4 6x x− + > 0 ( ) 0f x′ >  για κάθε 

x∈R και από FERMAT η f δεν παρουσιάζει ακρότατο. 



B) Από προηγούµενο η f΄(x)>0 άρα f γνήσια αύξουσα. 

Γ) Η δοθείσα γίνεται 

για x=0:  

για x=1:  

2(0) (0) (0) 1 (0) 0f f f fβ γ⎡ ⎤⋅ + + = − ⇔⎣ ⎦ <

>2(1) (1) (1) 4 (1) 0f f f fβ γ⎡ ⎤⋅ + + = ⇔⎣ ⎦
∆ιότι τα τριώνυµα στις αγκύλες είναι θετικά λόγω του ότι η διακρίνουσά τους ∆=β2-4γ<0. Πράγµατι είναι 0<β2<3γ δηλαδή 

γ>0 οπότε β2-3γ-γ<0⇔β2-4γ<0. 

Η f λοιπόν ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ. Bolzano στο [0,1] οπότε υπάρχει τουλάχιστον ένα x0∈(0,1) µε f(x0)=0 και 

επειδή η f γνήσια αύξουσα η ρίζα αυτή είναι µοναδική. 

 

ΘΕΜΑ  4ο  

Έστω  µ ι α  πραγµατ ι κή  συνάρτηση  f ,  συνεχής  στο  σύνολο  των  πραγµατ ι κών  αρ ιθµών  ΙR,  γ ια  την  

οπο ία  ι σχύoυν  ο ι  σχέσε ι ς :  

 i )  f ( x )  ≠  0 ,    γ ια  κάθε  x∈  ΙR 

 i i )  f ( x )  =  ,    γ ια  κάθε  x∈  ΙR.   dt(xt)ftx 2 - 1 
1 

0
22∫

Έστω  ακόµη  g  η  συνάρτηση  που  ορ ί ζ ε τα ι  από  τον  τύπο  

 x - 
f(x)
1  g(x) 2= ,     γ ια  κάθε  x∈  ΙR.  

α .  Να  δε ί ξ ε τ ε  ότ ι  ι σχύε ι     (x)2xf - )x(f 2=′
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β .  Να  δε ί ξ ε τ ε  ότ ι  η  συνάρτηση  g  ε ί να ι  σταθερή .  

Μονάδες  4  

γ .  Να  δε ί ξ ε τ ε  ότ ι  ο  τύπος  της  συνάρτησης  f  ε ί να ι :  

 
x1

1   f(x) 2+
= .  
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δ .  Να  βρε ί τ ε  το  όρ ιο     ( x  f ( x )  ηµ2x ) .   lim 
 x ∞+→
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ  

Α )  

1 1
2 2 2

0 0

( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) ( )f x x t f xt dt x xt f x= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅∫ ∫ t dt  θέτουµε  u=g ( t )=x t  οπότε  

du=xd t ,  u 1 =g (0 )=0 ,  u 2 =g (1 )=x  κα ι  η  f ( x )  γ ί ν ε τα ι :  
2

0

( ) 1 2 ( )
x

f x u f u= − ⋅∫ du .  Η   f  



συνεχής  άρα  η  συνάρτηση  ολοκλήρωµα  στο  2 ο  µέλος ,  άρα  κα ι  η  f  ε ί να ι  παραγωγ ίσ ιµη .  

Έχουµε  λο ιπόν  
2( ) 2 ( )f x xf x′ = − .  

Β )  

2 2

2 2

( ) 2 ( ) 2 ( )( ) 2 0
( ) ( )

f x xf x xf xg x x
f x f x
′− −′ = − = =  άρα  g ( x )  σταθερή .  

Γ )  Από  τα  (α )  ερώτηµα  έχουµε :  

( )
( ) 0

2 2
2

( ) 1 1( ) 2 ( ) 2
( ) ( ) ( )

f x f x 2f x xf x x x x
f x f x f x

≠

c
′

′′ ⎛ ⎞−′ = − = ⇔ = ⇔ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔  

Από  την  υπόθεση  έχουµε   έ τσ ι   

1
2 2

0

(0) 1 2 0 (0) 1 0 1= − ⋅ ⋅ = − =∫f tf dt

1 0 1
(0)

c c
f

= + ⇔ = ,  κα ι  τ ελ ι κά  
2

2

1 11 ( )
( ) 1

x f x
f x x

= + ⇔ =
+

 

∆ )  2

1lim 2
1x

L x
x

ηµ
→+∞

⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ +⎝ ⎠
x ⎟ .  Γ ια  x>0  θέτοντας  2( ) 2

1
xg x x

x
ηµ= ⋅

+
 έχουµε :  

0

2 2 2( ) 2
1 1

xx xg x x
x x x

ηµ
>

= ⋅ ≤
+ + = 1

x
⇔

+
  

2 2( )
1 1

x xg x
x x

⇔ − ≤ ≤
+ +

 κα ι  επε ιδή  2 2lim lim 0
1 1x x

x x
x x→+∞ →∞

⎛ ⎞− = =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 από  το  

κρ ι τήρ ιο  παρεµβολής  έχουµε  L=0 .  

 

Γεώργ ιος  ∆ .  Παλτεζανάκης  


	ΘΕΜΑ 3ο
	Για μια συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο των π

