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Βασικά Θεωρήματα
ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE
1) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image1.wmf]2
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.Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται τα Θ.ROLLE στο διάστημα [0,2] για τη συνάρτηση f.

2) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image2.wmf]2
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. Να βρείτε τις τιμές α,β
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για τις οποίες η f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ. ROLLE στο διάστημα 
[-π,1] και έπειτα να βρείτε όλα x0
[image: image5.wmf]Î

(-π,1) για τα οποία ισχύει f΄( x0) = 0.

3) Να αποδείξετε ότι:

i) Η συνάρτηση f(x) = xσυνx ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ. ROLLE στο διάστημα   [-
[image: image6.wmf],
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]

ii) Η εξίσωση xεφx = 1 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (
[image: image7.wmf],

22
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).

4) Έστω f μια συνάρτηση για την οποία ισχύουν:

i) Είναι συνεχής στο [α,β]

ii) Είναι παραγωγίσιμη στο (α,β) και

iii) f(α) = f(β) = 0.

Να αποδείξετε ότι:

a) Για τη συνάρτηση g(x) = 
[image: image8.wmf]f(x)
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 όπου c
[image: image9.wmf]Ï

[α,β] εφαρμόζεται το Θ. ROLLE στο διάστημα [α,β].

b) Αν c
[image: image10.wmf]Ï

[α,β], τότε υπάρχει c0
[image: image11.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της Cf στο σημείο της (c0, f(c0)) να διέρχεται από το σημείο (c,0).

5) Έστω f,g δύο συναρτήσεις που ικανοποιούν τις συνθήκες:

i) Είναι παραγωγίσιμες στο διάστημα [α,β]

ii) f(α) = f(β) = 0 και f(x)
[image: image12.wmf]¹

0 x
[image: image13.wmf]Î

(α,β).

Να αποδείξετε ότι:

a) Για τη συνάρτηση h(x) = f(x)e-g(x), x
[image: image14.wmf]Î

[α,β] εφαρμόζεται το Θ. ROLLE στο διάστημα [α,β].

b) Υπάρχει x0
[image: image15.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της Cg στο σημείο της Α(x0,g(x0)) να είναι παράλληλη προς την ευθεία δ: f΄(x0).x - f(x0).ψ + κ = 0.

6) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xν (x-1)μ με ν,μ
[image: image16.wmf]Î

Ν*. Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image17.wmf]Î

(0,1) τέτοιο, ώστε f΄(x0) = 0 και το σημείο Γ(x0,0) ώστε 
[image: image18.wmf]AB
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όπου Α(0,0) και Β(1,0).

7) Αν η συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,γ] και ισχύουν f(α) = f(γ) και f΄(α) = f΄(γ) = 0, να αποδειχθεί ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεία x1, x2
[image: image19.wmf]Î

(α,γ) τέτοια, ώστε f΄΄ (x1) = f΄΄ (x2).

8) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β)και 0
[image: image20.wmf]Ï

[α,β], Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image21.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε:
[image: image22.wmf]0
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9) Αν οι συναρτήσεις f ,g είναι συνεχείς στο [α,β], παραγωγίσιμες στο (α,β) με f(α) = f(β)eg(β)-g(α), να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image23.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε: f΄(x0) + f(x0).g΄(x0) = 0.

10) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο Rκαι ισχύει 10f(x)
[image: image24.wmf]£

6f(5)+4f(3) για κάθε x, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ με f΄(ξ) = 0.

11) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο [2,3] και f(3) –f(2) = ln3-ln2, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image25.wmf]Î

(2,3), ώστε f΄(ξ) = 
[image: image26.wmf]1
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12) Σ’ έναν αγώνα δρόμου δύο αθλητές τερματίζουν με την ίδια ταχύτητα. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μια τουλάχιστον χρονική στιγμή κατά τη διάρκεια του αγώνα που έχουν την ίδια επιτάχυνση.

13) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β). Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image27.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε: f΄(x0) = 
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14) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [-1,1] και παραγωγίσιμη στο (-1,1), να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image29.wmf]Î

(-1,1)τέτοιο, ώστε 2f΄(ξ) = 5ξ4(f(1)-f(-1)).

15) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,2] και παραγωγίσιμη στο (0,2), να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image30.wmf]Î

(0,2)τέτοιο, ώστε f΄(ξ) = f΄(2-ξ).

16) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο R, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image31.wmf]Î
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 τέτοιο, ώστε: f΄(ξ) =
[image: image33.wmf]2
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17) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει f(1) = 1, να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image34.wmf]f

0 τέτοιο, ώστε: f΄( x0) = 2- 
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18) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) και f(α) - f(β) = α2-β2.   Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0
[image: image36.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε: 
f΄(x0) = 2 x0.

19) Έστω f μια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής στο διάστημα [1,e] και παραγωγίσιμη στο (1,e) με f(e) = f(1) =2. Δείξτε ότι υπάρχει x0
[image: image37.wmf]Î

(1,e) τέτοιο, ώστε το διάνυσμα 
[image: image38.wmf]1
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 να είναι παράλληλο στο διάνυσμα 
[image: image39.wmf]b
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 = (2,1).

20) Η συνάρτηση f: [1,4]
[image: image40.wmf]R

®

είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύουν f(1) = 2 και f(4) = 8. Να αποδείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη της Cf που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
21) Δίνεται το πολυώνυμο Π(x) = (2x-1)(2x+1)(x2-3x). Να αποδείξετε ότι τι πολυώνυμο Π΄(x) = 0, έχει τρεις ρίζες ανά δύο διαφορετικές.
22) Αν α,β
[image: image41.wmf]Î

R με α
[image: image42.wmf]p

β και τα α,β είναι ρίζες της εξίσωσης e-x = xσυνx, να αποδείξετε ότι η εξίσωση ex(xημx-συνx) = 1 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).

23) Αν α
[image: image43.wmf]¹

0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση x4+αx3+α2x2 +βx+γ = 0 έχει το πολύ δύο πραγματικές και άνισες ρίζες.

24) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image44.wmf]32
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, όπου η παράμετρος μ
[image: image45.wmf]Î

R. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  έχει το πολύ δύο πραγματικές και άνισες ρίζες.

25) Αν 
[image: image46.wmf]10
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Ν*, να αποδείξετε ότι η εξίσωση ανxν+ αν-1xν-1 +…..+ α2x2 + α1x + α0 = 0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).

26) Αν αβ
[image: image47.wmf]p

0 και αγ
[image: image48.wmf]f

0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση 4αx3+3βx2+ 2γx = α + β + γ έχει ακριβώς μια ρίζα στο (0,1).

27) Να λυθεί η εξίσωση:  ln(1 + xex) = x.

28) Να λυθεί η εξίσωση:  2x + 5x = 2 + 5x.

29) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x2 = xημx + συνx έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες, μία στο (-
[image: image49.wmf]2
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,0) και μία στο (0, 
[image: image50.wmf]2
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30) Να λυθούν οι  εξισώσεις:

i) 2x2 – 2x + lnx = 0

ii) ex = x+1
    iii) x2ex – 2xex - 2ex + 2 = 0.

31) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση αx3+βx2 +γx+δ = ex έχει το πολύ τέσσερις πραγματικές  ρίζες.

32) Αν α+2β = 1, να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3αx2 + 4βx - 1 = 0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο R.

33)  i) Αν ο ν είναι άρτιος θετικός ακέραιος και α
[image: image51.wmf]¹

0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση (x+α)ν = xν + αν έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα.

ii) Να λυθεί η εξίσωση: (x+3)1996 = (x+1)1996 +16499.

34) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 8αx3+9βx2- 6βx -2α = 0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).

35) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 4x3 + 18x + μ = 21x2 έχει το πολύ μία πραγματική ρίζα στο διάστημα (1,2).

36) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x4+2x3+3x2 –λx + μ = 0 έχει το πολύ δύο πραγματικές και άνισες ρίζες για κάθε λ,μ 
[image: image52.wmf]Î

R.

37) Αν α
[image: image53.wmf]p

0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση x4 - αx2 + βx + γ = 0 έχει το πολύ δύο πραγματικές ρίζες.

38) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = x4 + 2x3 – 7x2 – x + 5 και g(x) = x4 - 2x3 + 2x2 + x -4 έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο στο διάστημα (1,2).

39) Αν η εξίσωση x4 + αx3 + 3βx2 + γx + δ = 0 έχει όλες τις ρίζες πραγματικές και άνισες μεταξύ τους (α,β,γ,δ 
[image: image54.wmf]Î

R), να αποδείξετε α2
[image: image55.wmf]f

8β.

40) Να αποδείξτε ότι μεταξύ δύο τυχαίων ριζών της εξίσωσης exημx = 1 βρίσκεται μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης exσυνx + 1 = 0.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ
Α΄ΟΜΑΔΑ     

1) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image56.wmf]3
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. Να εξετάσετε αν η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [-3,2] και αν ναι, να βρείτε όλα τα                ξ
[image: image57.wmf]Î

(-3,2) που να επαληθεύουν το Θ.Μ.Τ.
2) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = x(1-lnx). Να εξετάσετε αν η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [1,e] και αν ναι, να βρείτε όλα τα 
ξ
[image: image58.wmf]Î

(1,e) που να επαληθεύουν το Θ.Μ.Τ.

3) Έστω η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(x) 
[image: image59.wmf]f

0 για κάθε x
[image: image60.wmf]Î

[α,β].Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Τ. στο [α,β] για τη συνάρτηση f(x) = lnf(x), να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ
[image: image61.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε:
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4) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α) = 
[image: image63.wmf]3

β και f(β) = 
[image: image64.wmf]3

α, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image65.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της Cf στο Μ(ξ,f(ξ)), να σχηματίζει με τον άξονα χ΄χ γωνία ω = 
[image: image66.wmf]2
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5) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [1,3] με f(1) = 2005 και 
[image: image67.wmf]11
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 για κάθε x
[image: image68.wmf]Î

(1,3), να αποδείξετε ότι 2004
[image: image69.wmf]£

f(3)
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2006.

6) Έστω f μια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο R.Αν οι αριθμοί f(2), f(4), f(6) είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ
[image: image71.wmf]Î

(2,6) τέτοιο ώστε f΄΄(ξ) = 0.

7) Έστω f μια συνάρτηση  παραγωγίσιμη στο R της οποίας η παράγωγος f΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο R .Αν οι αριθμοί α,β,γ,δ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με α
[image: image72.wmf]p

β
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γ
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δ, να αποδείξετε ότι: f(α) + f(δ)
[image: image75.wmf]p

 f(β) + f(γ).

8) Αν  η συνάρτηση f΄(x) είναι γνησίως φθίνουσα στο R και είναι f(0) = 0, να αποδείξετε ότι: f΄(1)
[image: image76.wmf]p

f(1)
[image: image77.wmf]p

 f΄(0).

9) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [1,5] με f(1) = -2και 
[image: image78.wmf]f
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2 για κάθε x
[image: image80.wmf]Î

(1,5), να αποδείξετε ότι: -10
[image: image81.wmf]p

f(5)
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6.

10) Με τη βοήθεια του Θ.Μ.Τ. να λύσετε την εξίσωση: 3x + 6x = 5x + 4x.

11) Nα αποδείξετε ότι: 
[image: image83.wmf]2
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12) Nα αποδείξετε ότι:

i) 2 - 
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iii)2 - 
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13) Nα αποδείξετε ότι:
i) 
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iii) 
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iv) 
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v) 
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Β΄ΟΜΑΔΑ 

1) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [0,2], παραγωγίσιμη στο (0,2) με f(0)=  f(2). Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεία α,β
[image: image95.wmf]Î

(0,2) τέτοια ώστε: f΄(α) + f΄(β) = 0. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα.

2) Αν 0
[image: image96.wmf]p

α
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β, να αποδειχθεί:  eβ -eα
[image: image98.wmf]p

β eβ - α eα.

3) Έστω f μια συνάρτηση  παραγωγίσιμη στο R της οποίας η παράγωγος f΄ είναι αύξουσα στο R. Αν α,β
[image: image99.wmf]Î

R με α
[image: image100.wmf]p

β και f΄(α) = f΄(β) = 0. Να δειχθεί ότι: 
f(α) =  f(β).

4) Έστω η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α) = β και f(β) = α. Να αποδείξετε ότι:

i) Η εξίσωση f(x) = x έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).

ii) Υπάρχουν ξ1, ξ2 
[image: image101.wmf]Î

 (α,β)τέτοια ώστε: f΄(ξ1). f΄(ξ2) = 1.

5) Αν ισχύουν α
[image: image102.wmf]p

γ
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β, και f΄(γ) = 0 και 
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[α,β], να αποδείξετε ότι 
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6) Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Αν υπάρχει εφαπτομένη της Cf η οποία έχει με τη Cf δύο τουλάχιστον κοινά σημεία, να αποδείξετε ότι:

i) Η f΄ δεν είναι 1-1.

ii) Υπάρχει x0
[image: image107.wmf]Î

R με f΄΄ (x0) = 0.

7) Αν η f: [-1,1]
[image: image108.wmf]®Â

είναι συνεχής με f(-1) = -2, f(1) = 2 και 
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(-1,1), να υπολογίσετε τον f(0).
8) Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α,β], με f(β)
[image: image111.wmf]p

0 και f(α) =f΄(α)=0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image112.wmf]Î

 (α,β) τέτοιο, ώστε f΄΄(ξ)
[image: image113.wmf]p

0.

9) Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και υπάρχουν τρία συνευθειακά σημεία της Cf.Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ με f΄΄(ξ) = 0.

10) Αν η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο [0,3], να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2, ξ3
[image: image114.wmf]Î

 (α,β)τέτοια ώστε: f΄(ξ1) + f΄(ξ2) + f΄(ξ3) = f(3) - f(0).

11) Ένα αυτοκίνητο διάνυσε 360 km σε 4 ώρες. Να αποδειχθεί ότι κάποια χρονική στιγμή κατά τη διάρκεια της διαδρομής του η ταχύτητα του αυτοκινήτου ήταν 90 km/h.

12) Η συνάρτηση f: [α,β]
[image: image115.wmf]®Â

 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) και συνεχής με f(α) =  f(β) = 0. Να αποδείξετε ότι:

i) αν υπάρχει x0
[image: image116.wmf]Î

(α,β) με f(x0)
[image: image117.wmf]f

0, τότε υπάρχει ξ
[image: image118.wmf]Î

 (α,β) τέτοιο, ώστε f΄΄(ξ)
[image: image119.wmf]p

0,

ii) αν υπάρχει x0
[image: image120.wmf]Î

(α,β) με f(x0)
[image: image121.wmf]p

0, τότε υπάρχει ξ
[image: image122.wmf]Î

 (α,β) τέτοιο, ώστε f΄΄(ξ)
[image: image123.wmf]f

0.

13) Η συνάρτηση f: [0,4] 
[image: image124.wmf]®Â

  είναι συνεχής στο διάστημα [0,4], παραγωγίσιμη στο (0,4). Αν f(0) = -3 και f΄(x)
[image: image125.wmf]f

1 για κάθε x
[image: image126.wmf]Î

 (0,4), να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα στο (0,4).

14) Έστω f μια συνάρτηση  παραγωγίσιμη στο διάστημα [0,1], με f(0) = 0 και f(1) = 1, να αποδείξετε ότι:

i) υπάρχει γ
[image: image127.wmf]Î

(0,1) τέτοιο, ώστε: f(γ) = 
[image: image128.wmf]1

2

,

ii) υπάρχουν ξ1, ξ2 
[image: image129.wmf]Î

 (0,1) τέτοια, ώστε: 
[image: image130.wmf]12

11

2

f

΄()f΄()

+=

xx

.

15) Έστω α
[image: image131.wmf]f

0 και η δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [-α,α]συνάρτηση g. Αν 2g(0) = g(α) + g(-α), να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image132.wmf]Î

(-α,α) τέτοιο, ώστε: g΄΄ (ξ) = 0.

16) Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη και παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα της μορφής (α,+
[image: image133.wmf]¥

) με 
[image: image134.wmf]x

limf

΄(x).

®+¥

=lÎÂ

Να αποδείξετε ότι:

i) 
[image: image135.wmf]x

f(x)f(x)

lim

®+¥

+e-

=l

e

 για κάθε ε
[image: image136.wmf]f

0,

ii) αν επιπλέον ισχύει ότι 
[image: image137.wmf]x

limf(x),

®+¥

=k

 κ
[image: image138.wmf]Î

(0,+
[image: image139.wmf]¥

), τότε λ = 0.
ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ Θ.Μ.Τ.

ΣΤΑΘΕΡΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
Α΄ΟΜΑΔΑ
1) Αν για τη συνάρτηση f(x) ισχύει f΄΄(x) + f(x) = 0 για κάθε x
[image: image140.wmf]Î

R, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = [f(x)]2 + [f΄(x)]2 είναι σταθερή στο R.

2) Για τη συνάρτηση f: R
[image: image141.wmf]®Â

ισχύουν: f(0) = α και  f΄(x) = αf(x) για κάθε x
[image: image142.wmf]Î

Rκαι α
[image: image143.wmf]¹

0. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g(x) = f(x) f(-x) είναι σταθερή στο Rκαι στη συνέχεια να βρείτε τον τύπο της.

3) Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το Α = (0,5) και ισχύει 
[image: image144.wmf]x

f(x)f

΄(x)

3

=

για κάθε x
[image: image145.wmf]Î

Α και f(2) = -16, τότε:

i) να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g(x) = 
[image: image146.wmf]3

f(x)

x

 είναι σταθερή,

ii) να βρεθεί η συνάρτηση f.
4) Δίνεται η συνάρτηση f: R 
[image: image147.wmf]®Â

για την οποία ισχύει: f΄(x) = 2f(-x) για κάθε x
[image: image148.wmf]Î

R. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f2(x) + f2(-x), x
[image: image149.wmf]Î

R, είναι σταθερή.
5) Να βρεθεί η συνάρτηση f: R 
[image: image150.wmf]®Â

για την οποία ισχύει: 
[image: image151.wmf]2

2x2

f

΄(x), x, και f(-1) = 1.
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=ÎÂ

++


6) Η κλίση της παραγωγίσιμης συνάρτησης  f: R
[image: image152.wmf]®Â

 στο τυχαίο σημείο Μ(x,f(x)) είναι ίση με το διπλάσιο της τιμής της f στο x. Aν f(0) = 1, να βρεθεί ο τύπος της f.

7) Μια συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το Α = (2,5)
[image: image153.wmf]È

[8,10] και ισχύει f΄(x) = 2x για κάθε x
[image: image154.wmf]Î

Α. Αν f(3)= 10 και f(10)= 25, να βρεθεί η συνάρτηση f.
8) Να βρεθεί η συνάρτηση f αν:

i) f΄(x) = 6x + 1 για κάθε x
[image: image155.wmf]Î

R και f(1) = 2.

ii) f΄(1-2x) = 7-12x για κάθε x
[image: image156.wmf]Î

R και f(1) = 2.

iii) f΄(x3) = 8x + 1 για κάθε x
[image: image157.wmf]Î

Rκαι f(1) = 2.

iv) f΄΄(x) = 4e-2x + 6x + 2 για κάθε x
[image: image158.wmf]Î

Rκαι f΄(0) = f(0) = 1.

v) f΄(x) = -
[image: image159.wmf]2

1

c

 για κάθε x
[image: image160.wmf]Î

R* και f(-1) = f(1) = 2.

9) Αν f΄(x) = 
[image: image161.wmf]1

1x

+sun

 για κάθε x
[image: image162.wmf]Î

[0,
[image: image163.wmf]2

p

] και f(0) = 3, να βρείτε το 
[image: image164.wmf]f().

2

p


10) Δίνεται η συνάρτηση f: R
[image: image165.wmf]®Â

 για την οποία ισχύει: (x-2)f΄(x) = 2x2 – 5x + 2 για κάθε x
[image: image166.wmf]Î

R. Αν f(3) = 7, να βρεθεί ο τύπος της f.
11) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: R
[image: image167.wmf]®Â

 για την οποία ισχύει: f΄(x) = 0 για κάθε x
[image: image168.wmf]Î

R*. Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή.
Β΄ΟΜΑΔΑ
1) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: R
[image: image169.wmf]®Â

για την οποία ισχύει: f΄(x) = -f(x) για κάθε x
[image: image170.wmf]Î

R . Αν f(0) = 3, να βρεθεί ο τύπος της f.
2) Δίνεται η συνάρτηση f: R
[image: image171.wmf]®Â

με f(0) = 2, για την οποία ισχύει: (f(x)-ex) (f΄(x)-ex) = 0 για κάθε x
[image: image172.wmf]Î

R.

i) Να αποδείξετε ότι (f(x)-ex)2 = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι η h(x) = f(x)-ex διατηρεί σταθερό θετικό πρόσημο στο R.

iii) Να βρείτε τον τύπο της f.

3) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: (0, + ∞)→ R* με f(1) = 
[image: image173.wmf]1

2

και 
f΄(x) = -2f 3(x) για κάθε x
[image: image174.wmf]f

0.Να βρείτε:

i) την παράγωγο της συνάρτησης 
[image: image175.wmf]2

1

g(x),

f(x)

=


ii) τον τύπο της συνάρτησης f.

4) Να βρεθεί η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R
[image: image176.wmf]®Â

 με f(0) = 1,  f΄(0) = 1, για την οποία ισχύει: f(x+ψ) + f(x-ψ) = 2 f(x) για κάθε x,ψ
[image: image177.wmf]Î

R.

5) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R
[image: image178.wmf]®Â

 για την οποία ισχύει: 
[image: image179.wmf]f(x)f(x)f()x

+y£y+y

 για κάθε x,ψ
[image: image180.wmf]Î

Rκαι f(0) = 1,  f΄(0) = 1. Να αποδείξετε ότι:

i) 
[image: image181.wmf]f(xh)f(x)f(x)(f(h)1)xh

+-£-+


ii) f΄(x) = f(x) +x
iii) [-(x+1)e-x]΄ = xe-x
iv) f(x) = 2ex – x - 1, x
[image: image182.wmf]Î

R.
6) Αν οι συναρτήσεις f,g: R
[image: image183.wmf]®Â

είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο R με 
f(x) +f΄΄(x) = g(x) + g΄΄(x) και οι γραφικές παραστάσεις των f και g έχουν σε κοινό τους σημείο κοινή εφαπτόμενη, να αποδείξετε ότι f(x) = g(x) για κάθε x
[image: image184.wmf]Î

R.

7) Μια δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R
[image: image185.wmf]®Â

 έχει την ιδιότητα: f΄΄(x) = f(x) για κάθε x
[image: image186.wmf]Î

Rκαι  f(0) = 1,  f΄(0) = 1. Να αποδείξετε ότι: 
i) f(x) +f΄(x) = 2ex, x
[image: image187.wmf]Î

R.
ii) f(x)  = ex, x
[image: image188.wmf]Î

R.
8) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R
[image: image189.wmf]®Â

 για την οποία ισχύει: f(x)f΄(-x) =1 για κάθε x
[image: image190.wmf]Î

R.Αν f(0) = 1, να αποδείξετε ότι:

i) f(-x)f΄(x) = 1 για κάθε x
[image: image191.wmf]Î

R.

ii) f(-x)f(x) = 1 για κάθε x
[image: image192.wmf]Î

R.

iii) f(x) = ex για κάθε x
[image: image193.wmf]Î

R.
9) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:  R
[image: image194.wmf]®Â

για την οποία ισχύει: f΄(x+ψ) = 
[image: image195.wmf]1

2

f(x)f(ψ) για κάθε x,ψ[image: image196.wmf]Î

R.Αν η ευθεία ε: ψ = 2x + 2 είναι εφαπτομένη της Cf στο σημείο Μ(0,f(0)), να βρεθεί: 

i) το f(0),




ii)ο τύπος της f.
10) Να αποδείξετε ότι:

i) f΄(x) = -f(x) για κάθε x
[image: image197.wmf]Î

R,αν και μόνο αν υπάρχει c
[image: image198.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image199.wmf]¡

έτσι, ώστε f(x) = ce-x για κάθε x
[image: image200.wmf]Î

R,
ii) αν για κάθε x
[image: image201.wmf]Î

R ισχύουν g΄(x) = -g(x) και h΄(x) =-h(x) και η h δεν είναι μηδενική συνάρτηση, τότε υπάρχει c
[image: image202.wmf]Î

Rέτσι, ώστε g = ch.
11) Αν f΄΄(x) = -f(x) για κάθε x
[image: image203.wmf]Î

R, f(0) = α, και  f΄(0) = β, να αποδείξετε ότι (f(x))2 + (f΄(x))2 = α2 + β2.
12) Να βρείτε όλα τα πολυώνυμα Ρ(x) για τα οποία ισχύει P(x) + P(ψ) = P(x+ψ)-xψ-1 για κάθε x,ψ[image: image204.wmf]Î

R και Ρ΄(0) = -1.

13) Αν f΄(x)f(x) = 0 για κάθε x
[image: image205.wmf]Î

R, να αποδείξετε ότι:

i) η συνάρτηση f 2 είναι σταθερή,

ii) η συνάρτηση f είναι σταθερή.
14) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f: Δ
[image: image206.wmf]®Â

, όταν για κάθε x
[image: image207.wmf]Î

Δ είναι:

i) (f(x))2.(f΄(x)) = 3x8, f(0) = 0 και Δ = R
ii) f΄(x) = 2xe-f(x), f(0) = 0 και Δ = R
iii) συν2x.f΄(x) + (f(x))2 = 0, f(x)
[image: image208.wmf]3

0,f() (0,).
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15) Υποθέτουμε 
[image: image209.wmf]f(x)f()(x)

n

-y£-y

 για κάθε x,ψ
[image: image210.wmf]Î

R, όπου ν άρτιος θετικός ακέραιος. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι σταθερή.
16) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f: [image: image211.wmf](,)

22

pp
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[image: image212.wmf]R

®

, για την οποία ισχύει: g΄(x)συνx + g(x)ημx = g(x)συνx για κάθε x
[image: image213.wmf]Î


[image: image214.wmf](,)
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και g(0) = 2005.

17) Αν f΄΄(x) = -f(x) για κάθε x
[image: image215.wmf]Î

R, f(0) = 1, και  f΄(0) = 0, να αποδείξετε ότι:
i) (f(x))2 + (f΄(x))2 = 1,
ii) η συνάρτηση h(x) = f(x) – συνx ικανοποιεί την ισότητα  (h(x))2 + (h΄(x))2 = 0,

iii) f(x) = συνx, x
[image: image216.wmf]Î

R.

18) Δίνεται η τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R
[image: image217.wmf]®Â

 για την οποία ισχύει: 2f(x) = x(1 + f΄(x)) για κάθε x
[image: image218.wmf]Î

R. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f΄΄είναι σταθερή.
19) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f για την οποία ισχύουν f(1) = 1 = f΄(1), f(x)[image: image219.wmf]f

0 και x3f΄΄(x) – xf΄(x) + 2f(x) = 0 για κάθε x
[image: image220.wmf]f

0.

20) Δίνεται η συνάρτηση f: (0, + ∞)→ R , για την οποία ισχύουν: 

i) f(xψ) = f(x).f(ψ) για κάθε x,ψ
[image: image221.wmf]f

0,

ii) f(x)
[image: image222.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image223.wmf]f

0,
iii) f΄(1) = 2005.
Να αποδειχθεί ότι:

α) η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image224.wmf](

)

0,

+¥

,

β) να βρείτε τον τύπο της f.

21) Έστω f και g δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα  [ρ1,ρ2] με f(x)g΄(x) – f΄(x)g(x) = 0 για κάθε x
[image: image225.wmf]Î

( ρ1,ρ2). Αν f(ρ1) = f(ρ2) = 0, f(x0)
[image: image226.wmf]¹

0 για κάποιο 

x0
[image: image227.wmf]Î

( ρ1,ρ2) και 
[image: image228.wmf]12

g()g()0

r+r

f

 να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image229.wmf]Î

( ρ1,ρ2) τέτοιο, ώστε g(ξ) = 0.
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Α΄ΟΜΑΔΑ

1) Να μελετήσετε τη μονοτονία των συναρτήσεων:

i)f(x) = x + 
[image: image230.wmf]1

x



ii) f(x) = 
[image: image231.wmf]x

lnx



iii) f(x) = (x-1)ex – (x+1)e-x




iv) f(x) = 2συνx – συν2x + 3,  x
[image: image232.wmf]Î

[0,2π]
v) f(x) = e2x – 4x + 3

vi) f(x) = x2lnx

vii) f(x) = x
[image: image233.wmf]2

9x

-



viii) f(x) = x2(lnx-
[image: image234.wmf]3

2

) – x(lnx-2) + 2

ix) f(x) = x2(2lnx-1) – 8x(lnx-1) 
x) f(x) = 2xex – e(x+1)2 + 2e.
2) Να μελετήσετε τη μονοτονία των συναρτήσεων:

i) f(x) = 
[image: image235.wmf]2

2

lnx

x

+


ii) f(x) = 
[image: image236.wmf]24

lnx2x

x
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iii) f(x) = 
[image: image237.wmf]x

2
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iv) f(x) = 
[image: image238.wmf]2
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v) f(x) = 
[image: image239.wmf]2

x7x

-

.

3) Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image240.wmf]lnx

,

ln(1x)

+

x[image: image241.wmf]f

0

i) να μελετήσετε τη μονοτονία της f
ii) να αποδείξετε ότι 
[image: image242.wmf]lnln

(1)(1)

ab

+b+a

p

όταν 1
[image: image243.wmf]p

α
[image: image244.wmf]p

β

4) Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image245.wmf]ln(x1)

,

lnx

-

x[image: image246.wmf]Î

[2,+
[image: image247.wmf]¥

)
i) να μελετήσετε τη μονοτονία της f
ii) να αποδείξετε ότι:

α) ln(e-1)ln(e+1)
[image: image248.wmf]p

1

β) ln(eπ-1)ln(eπ+1)
[image: image249.wmf]p

π2.

5) Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image250.wmf]xx2,*,2
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i) να μελετήσετε τη μονοτονία της f
ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 
[image: image251.wmf]4,22,*,2

nnn

n+n+n+nÎNn

f

.
6) i) Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης:  f(x) = αx – x,
0
[image: image252.wmf]p

α
[image: image253.wmf]p

1
ii) Αν 0
[image: image254.wmf]p

α
[image: image255.wmf]p

1 να βρείτε τις τιμές του λ[image: image256.wmf]Î

[image: image257.wmf]¡

που ικανοποιούν τη σχέση:




[image: image258.wmf]2
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7) i) Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης   

f(x) =
[image: image259.wmf]x

x

2

(x)eexe, x[

α,β] με α0

a+

a

a+-a-Î

f


ii) Αν 0
[image: image260.wmf]p

α
[image: image261.wmf]p

β, να αποδειχθεί ότι 
[image: image262.wmf]2
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8) i) Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης   

f(x) = 
[image: image263.wmf]1

x

x,

με x[image: image264.wmf]f

0.

ii) Να βρεθεί ο μεγαλύτερος από τους αριθμούς 
[image: image265.wmf]3

1,2,3......,

n

n

 (όπου ν[image: image266.wmf]Î

Ν με ν
[image: image267.wmf]³

2).
9) i) Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης: f(x) = (x+1)ln(x+1)x – x, x
[image: image268.wmf]³

0
ii) Αν α
[image: image269.wmf]³

0, β
[image: image270.wmf]³

0 και ισχύει eβ(α+1)α+1 = eα(β+1)β+1, να αποδειχθεί ότι α = β.

i) Δίνεται η συνάρτηση : 
[image: image271.wmf]xlnxlnx

f(x)ln, x
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2xx
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ii) Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f.

iii) Αν β[image: image272.wmf]f

α, να αποδειχθεί ότι: 
[image: image273.wmf]lnlnln
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a+bab
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.

10) Δίνεται η συνάρτηση : f(x) = 
[image: image274.wmf]lnx

,x0.

x

f


i) Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f.

ii) να αποδείξετε ότι:eπ[image: image275.wmf]f

πe
iii) να αποδείξετε ότι:ex
[image: image276.wmf]³

xe , για κάθε x[image: image277.wmf]f

0
iv) να αποδειχθεί ότι: αα+1 [image: image278.wmf]f

(α+1)α για κάθε α
[image: image279.wmf]³

e.

Β΄ΟΜΑΔΑ

1) Να λύσετε τις εξισώσεις:   i) lnx – x + 1 = 0

ii) xex + 1 = ex


iii) x2 + x+ + lnx = 

iv) 2x2 + x + 3lnx – 3 = 0.
2) Να λύσετε την εξίσωση συνx + ln(εφ
[image: image280.wmf]x

2

) = συνxln(ημx)   x[image: image281.wmf]Î

(0,π).
3) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xlnx = 1 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα [1,e].

4) Nα βρεθούν οι τιμές του α[image: image282.wmf]Î

R, ώστε η συνάρτηση f(x) = 4x3 – 3αx2 + 12x + 2, να είναι γνησίως αύξουσα στο R.
5) Nα αποδείξετε ότι ισχύει:

i) xlnx [image: image283.wmf]³

 x – 1 για κάθε x[image: image284.wmf]f

0

ii) [image: image285.wmf]23

xx

ln(x1)x

23

+£-+

 για κάθε x
[image: image286.wmf]³

0

iii) ex[image: image287.wmf]³

1+ln(1+x) για κάθε x[image: image288.wmf]f

-1

iv) xημx + συνx[image: image289.wmf]f

1 για κάθε x[image: image290.wmf]Î

(0,
[image: image291.wmf]2

p

]

v) ex + e-x[image: image292.wmf]³

x2 + 2  για κάθε x[image: image293.wmf]Î

R
vi) x2 + ln(συνx) 
[image: image294.wmf]³

0 για κάθε x[image: image295.wmf]Î

[0,
[image: image296.wmf]4

p

]

vii) εφx + 2ημx[image: image297.wmf]f

3x  για κάθε x[image: image298.wmf]Î

(0,
[image: image299.wmf]2

p

)

viii) εφx 
[image: image300.wmf]³

 x + 
[image: image301.wmf]3

x

3

  για κάθε x[image: image302.wmf]Î

[0,
[image: image303.wmf]2

p

)

ix) ln(x+1)ημx[image: image304.wmf]p

1 για κάθε x[image: image305.wmf]Î

(0,1)

x) ln(1+x2) [image: image306.wmf]p

x  για κάθε x[image: image307.wmf]f

0

xi) x + 2 + (x – 2)ex[image: image308.wmf]f

0  για κάθε x[image: image309.wmf]f

0

xii) συνx.ln
[image: image310.wmf]x

1

e

sun

³-

 για κάθε x[image: image311.wmf]Î

(-
[image: image312.wmf]2

p

,[image: image313.wmf]2

p

).
6) Nα αποδείξετε ότι:

i) lnx [image: image314.wmf]£

 x – 1 για κάθε x[image: image315.wmf]f

0. Πότε ισχύει η ισότητα;

ii) Αν α[image: image316.wmf]f

0, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = 
[image: image317.wmf]lnxln

x

-a

-a

 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,α).

7) i) Nα αποδείξετε ότι xlnx + 1[image: image318.wmf]f

 x για κάθε x[image: image319.wmf]f

1

ii) Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης f(x) = [image: image320.wmf]lnx

x1

-


iii) Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό μ που ικανοποιεί τη σχέση (μ+1)2ln(μ2+5) = (μ2+4) ln(μ2+2μ+2).

8) Να μελετήσετε τη μονοτονία των συναρτήσεων:
i) f(x) = 
[image: image321.wmf]x

e

x

a

  , 0
[image: image322.wmf]p

α
[image: image323.wmf]p

1

ii) f(x) = [image: image324.wmf]2

x

xlnx3

2

-+


iii) f(x) = 
[image: image325.wmf]lnx

x

2x

-


iv) f(x) = 
[image: image326.wmf]lnx

x1

-

-lnx.
9) Δίνεται η συνάρτηση f: 
[image: image327.wmf]RR

®

 με f΄΄(x) 
[image: image328.wmf]p

0 για κάθε x[image: image329.wmf]Î

R. Να αποδείξετε ότι αν α[image: image330.wmf]Î

R, τότε ισχύει f(x) [image: image331.wmf]£

f΄(α)(x-α) + f(α) για κάθε x[image: image332.wmf]Î

R.

10) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] και ισχύουν f(α)=f(β)=1 και f΄΄(x) [image: image333.wmf]f

0 για κάθε x[image: image334.wmf]Î

[α,β], να αποδειχθεί ότι f(x) 
[image: image335.wmf]p

1 για κάθε x[image: image336.wmf]Î

(α,β).
11) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β], δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) και f΄΄(x) [image: image337.wmf]f

0 για κάθε x[image: image338.wmf]Î

(α,β). Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) =
[image: image339.wmf]f(x)f()

x

-a

-a

 είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β).
12) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = 
[image: image340.wmf]x

1

1

x

æö

+

ç÷

èø

είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα (-
[image: image341.wmf]¥

,-1) και (0,+ 
[image: image342.wmf]¥

).

13) Αν η συνάρτηση f: 
[image: image343.wmf]RR

®

 είναι παραγωγίσιμη με f(0) = 0 και η f΄ είναι γνησίως φθίνουσα, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) =
[image: image344.wmf]f(x)

x

, x[image: image345.wmf]f

0, είναι γνησίως φθίνουσα.

14) Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [0,1] με f΄΄(x) [image: image346.wmf]f

0 για κάθε x[image: image347.wmf]Î

(0,1) και f(0) = f(1) = 0, να αποδείξετε ότι είναι f(x) 
[image: image348.wmf]p

0 για κάθε x[image: image349.wmf]Î

(0,1).

15) Αν f,g παραγωγίσιμες για κάθε x[image: image350.wmf]Î


[image: image351.wmf](1,)

+¥

και συνεχείς στο [1,+ 
[image: image352.wmf]¥

), ακόμη xf΄(x) – f(x) – x2g΄(x) [image: image353.wmf]f

0. Να αποδειχθεί ότι f(x) [image: image354.wmf]f

xg(x) για κάθε x[image: image355.wmf]Î


[image: image356.wmf](1,)

+¥

.

16) Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύουν:

i) η  f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β]

ii) f΄(α) [image: image357.wmf]f

0 και f΄΄(x) [image: image358.wmf]f

0 για κάθε x[image: image359.wmf]Î

[α,β]

Να αποδειχθεί ότι: f(α) [image: image360.wmf]f

f(β).

17) Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] και f΄΄(x)[image: image361.wmf]f

0 για κάθε x[image: image362.wmf]Î

[α,β]. Να αποδειχθεί ότι: 
[image: image363.wmf]2ff()f()

2

a+b

æö

a+b

ç÷

èø

p

.

18) Έστω η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β],  παραγωγίσιμη στο (α,β). Αν η συνάρτηση  f΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο (α,β), να αποδείξετε ότι για κάθε x[image: image364.wmf]Î

(α,β) ισχύει: 
[image: image365.wmf]f(x)f()f()f()

x

-ab-a

-ab-a

f

.

19) Έστω η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β],  παραγωγίσιμη στο (α,β) και f(α) = f(β). Αν η συνάρτηση  f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β), να αποδείξετε ότι για κάθε x[image: image366.wmf]Î

(α,β) ισχύει: f(x) 
[image: image367.wmf]p

 f(α).
20) Αν η συνάρτηση f: 
[image: image368.wmf]RR

®

 είναι παραγωγίσιμη με f(0) = 0 και f΄(x) + f(x)[image: image369.wmf]f

0 για κάθε x[image: image370.wmf]Î

R, να αποδείξετε xf(x)[image: image371.wmf]f

0 για κάθε x
[image: image372.wmf]0

¹

.

21) Αν xg΄(x) [image: image373.wmf]f

συνx-g(x) για κάθε x[image: image374.wmf]Î

R, να αποδείξετε ότι 
[image: image375.wmf]x

g(x)

x

hm

f

 για κάθε x
[image: image376.wmf]0

¹

.

22) Να αποδείξετε ότι: 

i) αx
[image: image377.wmf]³

xα, όταν x
[image: image378.wmf]³

α
[image: image379.wmf]³

e
ii) συνx
[image: image380.wmf]2

x

2

e

-

£

, όταν 0[image: image381.wmf]£

x
[image: image382.wmf]p



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image383.wmf]2

p

.
23) Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [0, + 
[image: image384.wmf]¥

), με f΄΄(x) [image: image385.wmf]f

0 για κάθε x[image: image386.wmf]f

0 και 
[image: image387.wmf]x0

lim

+

®

f(x) = 0> Να δειχθεί ότι η συνάρτηση g με g(x) = 
[image: image388.wmf]f(x)

2x

 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, + 
[image: image389.wmf]¥

).

24) Έστω συνάρτηση f είναι  παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] και f΄(x)[image: image390.wmf]f

0 για κάθε x[image: image391.wmf]Î

[α,β]. Αν η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο [α,β] και υπάρχει γ
[image: image392.wmf]Î

(α,β) τέτοιο, ώστε να ισχύει f(γ) = 0 να αποδείξετε ότι είναι: 
[image: image393.wmf]f()f()

.

f

΄()f΄()

bb

g+bg+

ba

pp


25) Η συνάρτηση f: (0, + ∞)→ R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τη σχέση f(f΄(x)) + f(x) = 0 για κάθε x[image: image394.wmf]f

0. Αν f(1) = 0, να αποδειχθεί ότι:

i) f(f΄(x)) = x για κάθε x[image: image395.wmf]f

0.

ii) f(x) = lnx, x[image: image396.wmf]f

0.
26) Να λυθούν οι εξισώσεις:

i) ex- e-x = 2x e-x

ii) ex = 1 + ln(x+1)
iii) 2ex = 2 + 2x + x2


iv)ln(x+1) = x - 
[image: image397.wmf]23

xx

23

+


v) xx = 2x+4, x[image: image398.wmf]f

0
vi)ex(x+1+ln(x2+1)) = 1

vii) (1-x)(2x2 – x – 7) + 6 = 6x2(1-lnx), x[image: image399.wmf]f

0.
viii) 6x2lnx = 2x3 + 3x2 -6x + 1 

ix) 2ex + e-2x = 1 + 2 e-x + 2x e-x



27) Αν η συνάρτηση f: 
[image: image400.wmf]RR

®

 είναι παραγωγίσιμη, και ισχύουν f(x) [image: image401.wmf]f

-1 και 
[image: image402.wmf]f(x)

e1f(x)

++

 = 0 για κάθε x[image: image403.wmf]Î

R.

i) Να αποδειχθεί ότι η  f είναι σταθερή.

ii) Να βρεθεί ο τύπος της f.
28) Δίνεται η συνάρτηση : f(x) = 3x4 + 4x3 – 12x2 + 4.

i) Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας της f.
ii) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει τέσσερις ακριβώς πραγματικές  ρίζες, δύο αρνητικές και δύο θετικές.

29) Δίνεται η συνάρτηση : f(x) = 2x3 – 3x2 -12x + 5α2.
i) Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας της f.
ii) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης f(x) = 0 όταν το α διατρέχει το R.

30) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης x3 –αx2 – 9x + α = 0 όταν το α διατρέχει το R.

31) Δίνεται η συνάρτηση : f(x) = 
[image: image404.wmf]2

1

8x

x

+

.

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης.

ii) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης 
[image: image405.wmf]2

8xxx10

-a+=

όταν το α διατρέχει το R.

32) Δίνεται η συνάρτηση : f(x) = x2 – 2 – (1- x)(lnx-2).

i) Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας της f.
ii) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης f(x) = 0.

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης.

iv) Να αποδείξετε ότι: (1- x)(lnx-2)
[image: image406.wmf]£

x2 – 1 για κάθε x[image: image407.wmf]f

0.
33) Δίνεται η συνάρτηση : f(x) = 
[image: image408.wmf]ln(x1)

,x2

lnx

-

f

.

i) Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας της f.
ii) Να αποδείξετε ότι: ln(x-1).ln(x+1)
[image: image409.wmf]p

ln2x, x[image: image410.wmf]f

2.

34) Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α και β με β
[image: image411.wmf]¹

0. Να αποδειχθεί ότι:

β2
[image: image412.wmf]e

a

b

 + α2 
[image: image413.wmf]³

αβ + β2.

35) Να αποδειχθεί ότι:


[image: image414.wmf]lnln1

ba

+

bba

p

 όταν 0
[image: image415.wmf]p

α
[image: image416.wmf]p

β.

36) Αν 0
[image: image417.wmf]p

α
[image: image418.wmf]p

β
[image: image419.wmf]p


[image: image420.wmf]2

p

, να αποδειχθεί ότι:


[image: image421.wmf]efab

efba

p


37) Για α,β [image: image422.wmf]Î

[0,π) και α
[image: image423.wmf]p

β να αποδειχθεί ότι:


[image: image424.wmf]2

2e2()ee

2

a+b

ab

a+b

+hma+hmbhm++

p


38) Για κάθε α[image: image425.wmf]f

0, β[image: image426.wmf]f

0 να αποδειχθεί ότι:


[image: image427.wmf]lnlnln

2

a+bab

æö

a+b

ç÷

a+ba+b

èø

p

.

39) Έστω συνάρτηση f είναι  παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] και f΄ γνησίως φθίνουσα στο [α,β]. Να αποδειχθεί ότι:
[image: image428.wmf]f()f()

f

22

a+ba+b

æö

ç÷

èø

f


40) Αν α
[image: image429.wmf]¹

β να αποδειχθεί ότι:


[image: image430.wmf]2

ee

e

2

a+b

ab

+

f

.

ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT
1) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = α
[image: image431.wmf]x

+
[image: image432.wmf]lnx

x

b

, x
[image: image433.wmf]f

0.

i) Να προσδιοριστούν οι α και β
[image: image434.wmf]Î

R, ώστε η f να έχει στη θέση x0=1 τοπικό ακρότατο με τιμή -2.

ii) Για α = -2 και β = 1, να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα.

2) Να προσδιοριστούν οι α και β
[image: image435.wmf]Î

R, ώστε η συνάρτηση f(x) = αlnx+βx2-20x+1 να έχει στη θέση x0=1 τοπικό ακρότατο με τιμή 6

3) Να προσδιοριστούν οι α και β
[image: image436.wmf]Î

R, ώστε η συνάρτηση f(x) = αln2x+
[image: image437.wmf]x

b

+α να έχει στη θέση x0=1 τοπικό ακρότατο με τιμή 2+ln2.
4) Αν 
[image: image438.wmf]a



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image439.wmf]p

1, να δείξετε ότι η f(x) = (x2+2αx+2)ex δεν έχει ακρότατα.

5) Αν α2
[image: image440.wmf]p

2β, να δείξετε  ότι η f(x) = (x2+2αx+2)ex δεν έχει ακρότατα.

6) Να αποδείξετε ότι, αν για μια  συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιμη στο R, ισχύει     f 3(x) + x f(x) = x+2, τότε η f δεν έχει ακρότατα.

7) Να αποδείξετε ότι, αν για μια  συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιμη στο R , ισχύει f(x) + ln(1+ f 2(x)) = ex + x3 +1, τότε η f δεν έχει ακρότατα.
8) Έστω μια συνάρτηση f: (0,+
[image: image441.wmf]¥

)
[image: image442.wmf]®

R η οποία είναι παραγωγίσιμη και για κάθε         x
[image: image443.wmf]Î

R ισχύει 3x2f(x)- f 3(x) = 2x3-1. Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα.

9) Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η συνάρτηση f(x) = x3 – (λ-1)x2 +(λ+5)x-2 να μην έχει ακρότατα.

10) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 1, Α(1,2)
[image: image444.wmf]Î

Cf, και f(x)
[image: image445.wmf]£

x2+x για κάθε x
[image: image446.wmf]f

0, να αποδείξετε ότι f ΄(1) = 3.
11) Αν 0
[image: image447.wmf]1

a¹

p

 και για κάθε x
[image: image448.wmf]f

0 ισχύει 
[image: image449.wmf]x

x

a

³a

, να αποδείξετε ότι α=e, με δεδομένο ότι για κάποιο x0
[image: image450.wmf]f

0 ισχύει η ισότης.

12) Αν για κάθε x
[image: image451.wmf]f

0 ισχύει lnx + 
[image: image452.wmf]x

a



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image453.wmf]³

α, να βρείτε το α.

13) Αν α,β
[image: image454.wmf]f

0 και ισχύει 
[image: image455.wmf]lnxx1

xx

2

-

a+b£

 για κάθε x
[image: image456.wmf]f

0, να αποδείξετε ότι αβ=1.

14) Έστω μια συνάρτηση f: R
[image: image457.wmf]®

R η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει: 

(1+e1-x) f(x)+συνπx
[image: image458.wmf]³

3 για κάθε x
[image: image459.wmf]Î

R. Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(1,2).

15) Έστω οι συναρτήσεις f,g: R
[image: image460.wmf]®

R οι οποίες είναι παραγωγίσιμες και ισχύουν:

f(x) 
[image: image461.wmf]³

x+1 και f(x)
[image: image462.wmf]g(x)x

eex

=-

 για κάθε x
[image: image463.wmf]Î

R.Αν η Cf διέρχεται από το σημείο Α(0,1), να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των Cf και Cg στο x0=0 , τέμνονται κάθετα. 

16) Έστω η συνάρτηση f(x) = x3+αx2+3x+β. Αν η f έχει δύο διακεκριμένα ακρότατα, να δείξετε ότι: i) 
[image: image464.wmf]3

a

f

 και  ii) υπάρχει ξ 
[image: image465.wmf]Î

(- 
[image: image466.wmf]¥

,-1)
[image: image467.wmf]È

(1,+ 
[image: image468.wmf]¥

) ώστε f ΄΄(ξ)=0.
17) Έστω η συνάρτηση f: : R
[image: image469.wmf]®

R, η οποία είναι παραγωγίσιμη δύο φορές και ισχύει 2f(x2)- f 2(x) 
[image: image470.wmf]³

1για κάθε x
[image: image471.wmf]Î

R.Να δείξετε ότι :

i) Υπάρχει x0
[image: image472.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε f ΄(x0)=0

ii) f ΄(0)= f ΄(1).

iii) Η εξίσωση f ΄΄(x) = 0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (0,1).

18) Έστω η συνάρτηση f: : R
[image: image473.wmf]®

R, η οποία είναι παραγωγίσιμη δύο φορές με f(x)
[image: image474.wmf]f

0 για κάθε x
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R.Αν τα α,β είναι θέσεις ακρότατων της f, να δείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image476.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε 
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19) Έστω η συνάρτηση f: (0,1)
[image: image478.wmf]®

R, η οποία είναι παραγωγίσιμη τρεις φορές με f(x)
[image: image479.wmf]³

0 για κάθε x
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(0,1).Αν υπάρχουν x1 , x2
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(0,1) με x1
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x2 τέτοια, ώστε f(x1) = f(x2) = 0,να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image483.wmf]Î

(0,1) με f ΄΄΄(ξ) = 0.

20) Αν ισχύει (x2-4x)f΄(x) + f(x) = 0 για κάθε x
[image: image484.wmf]Î

[0,4], να αποδείξετε ότι f(x) = 0 για κάθε x
[image: image485.wmf]Î

[0,4].

21) Έστω ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [1,4], παραγωγίσιμη στο (1,4)με f([1,4]) = [-2,8] και f(1) = 2,f(4) = 1.

i) Να αποδείξετε ότι η f ΄ δεν είναι 1-1.

ii) Αν επιπλέον η f ΄ είναι συνεχής στο (1,4), να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image486.wmf]Î

(1,4) τέτοιο ώστε f(2)f(ξ) + f(3)f ΄(ξ) = 0.

22) Αν g : : R
[image: image487.wmf]®

R συνάρτηση με g(0) = g(1) = 0 και f  : R
[image: image488.wmf]®

R παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει g(x) f΄(x) + f(x) = 2  για κάθε x
[image: image489.wmf]Î

R, τότε να αποδείξετε ότι f(x) = 2 για κάθε x
[image: image490.wmf]Î

[0,1].

23) Έστω η συνεχής συνάρτηση f: IR → IR τέτοια ώστε f(1)=1. Αν για κάθε x
[image: image491.wmf]Î

IR, ισχύει: 
[image: image492.wmf]3
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 όπου z=α+βi
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C, µε α, β
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IR *, τότε:

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο IR και να βρείτε τη  g΄. 

ii)  Nα αποδείξετε ότι  
[image: image495.wmf]1
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iii) Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος β να αποδείξετε ότι Re(z2) =
[image: image496.wmf]1
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iv) Aν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image497.wmf]Î

(2,3) τέτοιο ώστε f(x0)=0.
ΕΥΡΕΣΗ ΤΟΠΙΚΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
1) Η παράγωγος μιας συνάρτησης f είναι f ΄(x) = -2(x+1)3(x-1)2(x-2), x 
[image: image498.wmf]R

Î

. Να βρείτε για ποιες τιμές του x
[image: image499.wmf]R

Î

 η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και για ποιες τοπικό ελάχιστο.

2) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

i) f(x) = 
[image: image500.wmf]2
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ii) f(x) = x4lnx

iii) f (x) = 
[image: image501.wmf]lnx
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iv) f (x) = 
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    v) f (x) = -x2ex

vi) f(x) = 
[image: image503.wmf]x
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vii) f(x) = (2x2-8x)lnx-x2+8x.

3) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

i) f(x) = 
[image: image504.wmf]2
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ii) f(x) = 
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  iii) f(x) = 
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iv) f(x) = 
[image: image508.wmf]32
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  v) f(x) = 
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4) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = x2(x+α)2(x-β)2 με α,β
[image: image510.wmf]f

0έχει τρία τοπικά ελάχιστα και δύο τοπικά μέγιστα.

5) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = xκ(x-1)ν έχει ένα τουλάχιστον τοπικό ελάχιστο,όπου κ,ν 
[image: image511.wmf]Î

N με κ,ν
[image: image512.wmf]³
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6) Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = x4-4x3+4x2-
[image: image513.wmf]1
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, x 
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.
i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά  ακρότατα.
ii) Να βρείτε το πεδίο τιμών της f.
iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0.

7) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ημ2x+συνx-1,  x
[image: image515.wmf]Î

[0,π].

i) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά  ακρότατα τη συνάρτηση f
ii) Να βρείτε το πεδίο τιμών της f.

iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0.

8) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης x3-3x2-α = 0, για τις διάφορες τιμές του α 
[image: image516.wmf]R
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.
9) Δίνεται η συνάρτηση: f(x) = 2x3-3x2-12x+5α2.

i) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά  ακρότατα την f. 
ii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0 όταν το α διατρέχει το R.
10) Να δείξετε ότι:

i) Η συνάρτηση f(x) = 
[image: image517.wmf]3
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 είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο τιμών της f σε καθένα από τα διαστήματα αυτά.

ii) Η εξίσωση x3-αx2-4x+α = 0 είναι ισοδύναμη με την f(x) = α και στη συνέχεια ότι έχει τρεις πραγματικές ρίζες για κάθε α 
[image: image518.wmf]R
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11) Έστω μια συνάρτηση f: R
[image: image519.wmf]®

R  με f ΄(x)
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0 για κάθε x
[image: image521.wmf]R

Î

. Αν η f΄ είναι συνεχής να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(e-x) = f(x+α).

12) Δίνεται η εξίσωση 2x3-3x2+6x+λ = 0, λ
[image: image522.wmf]R
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.

i) Να δείξετε ότι για κάθε λ
[image: image523.wmf]R

Î

 η εξίσωση έχει μια μόνο ρίζα.

ii) Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η εξίσωση να έχει μοναδική ρίζα στο (0,1).

13) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =8x2+
[image: image524.wmf]1

x

.

i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

ii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
[image: image525.wmf]2
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 = 0 (ως προς x).

14) Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το ΙR .Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης fog είναι 1-1.

i) Να δείξετε ότι η g είναι 1-1. 


ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση:

g(f(x) + x3 - x) = g(f(x) + 2x -1) έχει ακριβώς δύο θετικές και μία αρνητική ρίζα.

15) Να βρεθεί ο μεγαλύτερος από τους αριθμούς  
[image: image526.wmf]3
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 N  με ν 
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16) Για ποια τιμή της θετικής σταθεράς α η μέγιστη τιμή της συνάρτησης 


f(x) = 
[image: image529.wmf]2x

xe,x0,
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f

 γίνεται ελάχιστη;

17) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = λx2-2(lnλ)x+1, λ
[image: image530.wmf]³

1.

Να βρείτε την τιμή του λ ώστε η ελάχιστη τιμή της f να γίνεται ελάχιστη.
18) Για ποια τιμή της θετικής σταθεράς α η μέγιστη τιμή της συνάρτησης 


f(x) = 
[image: image531.wmf]24x
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 γίνεται ελάχιστη;
19) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex-λx-1, λ
[image: image532.wmf]f

0.

i) Να βρείτε την τιμή του λ ώστε η ελάχιστη τιμή της f να γίνεται μέγιστη.

ii) Για την παραπάνω τιμή που βρήκατε του λ να δείξετε ότι η ευθεία ε:        ψ = λx+1 εφάπτεται στη Cg όπου g(x) = ex.

20) Μια βιομηχανία παράγει x ποσότητα από ένα προϊόν με κόστος που δίνεται από τη συνάρτηση Κ(x) = 
[image: image533.wmf]3
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 όπου x
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0 και η παράμετρος α
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image536.wmf]29
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. Τα έσοδα από την πώληση x ποσότητας του προϊόντος δίνονται από τη συνάρτηση Ε(x) = x2, x
[image: image537.wmf]f

0και το κέρδος δίνεται από τη συνάρτηση f(x) = Ε(x)-Κ(x), x
[image: image538.wmf]f
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i) Να βρείτε την ποσότητα x0 για την οποία έχουμε το μέγιστο κέρδος, το οποίο συμβολίζουμε Μ(α).

ii) Να βρείτε την τιμή του α
[image: image539.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image540.wmf]29
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 για την οποία το Μ(α) γίνεται μέγιστο, καθώς και το μέγιστο αυτό.

21) Αν ισχύει ex
[image: image541.wmf]£

αx+β για κάθε x
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0, τότε να αποδείξετε αα
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22) Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του α
[image: image545.wmf]R

Î

 για την οποία ισχύει: 3x4-4x3+α
[image: image546.wmf]³

0 για κάθε x
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23)  Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του κ
[image: image548.wmf]R
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 για την οποία ισχύει:ex 
[image: image549.wmf]³

κx2 για κάθε     x 
[image: image550.wmf]f
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24) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = lnx-λx, λ
[image: image551.wmf]f
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i) Να βρείτε τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης.

ii) Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του λ
[image: image552.wmf]f

0 για την οποία ισχύει: lnx
[image: image553.wmf]£

λx για κάθε x
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iii) Για την παραπάνω τιμή που βρήκατε του λ να δείξετε ότι η ευθεία ε:        ψ = λx εφάπτεται στη Cg όπου g(x) = lnx.
25) Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image556.wmf]x
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+1-λ, λ
[image: image557.wmf]R
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i) Να βρείτε τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης.

ii) Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του λ για την οποία ισχύει f(x) 
[image: image558.wmf]£

0 για κάθε x
[image: image559.wmf]R
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iii) Αν λ
[image: image560.wmf]1
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 να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = (1-λ)x-
[image: image561.wmf]x
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 είναι γνησίως φθίνουσα.

26) Έστω μια συνάρτηση f: (0,+
[image: image562.wmf]¥

)
[image: image563.wmf]R

®

 με f(x) 
[image: image564.wmf]f

0 για κάθε x
[image: image565.wmf]f

0, η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει: lnf(x)+ef(x)=2xlnx-3x+2
[image: image566.wmf]e

+e για κάθε x
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Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
27) Έστω μια συνάρτηση f:  R
[image: image568.wmf]®

R με f ΄(x)
[image: image569.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image570.wmf]R

Î

. Αν η f΄ είναι συνεχής να λύσετε την εξίσωση: f(συνx)-f(2-x2) = 0.

28) Έστω η συνάρτηση f: [0,2] 
[image: image571.wmf]R

®

 για την οποία ισχύουν για κάθε x
[image: image572.wmf]Î

[0,2], f(x) = f(2-x) και f΄΄(x) 
[image: image573.wmf]¹
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i) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0.
ii) Αν η f΄΄ είναι συνεχής στο [0,2]και f(0) 
[image: image574.wmf]f

 f(1) να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

29) Έστω η συνάρτηση f(x) = xln2x. Να βρείτε το σημείο της Cf  στο οποίο η f έχει τη μικρότερη κλίση.

30) Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ex, x ( R και g (x) = lnx, x > 0. 
i) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις τους δεν τέμνονται. 

ii) Να βρείτε τη μικρότερη απόσταση την οποία μπορεί να έχει ένα σημείο της Cf από την ευθεία y = x. 

iii) Να βρείτε το σημείο της y = ex, το οποίο απέχει τη μικρότερη απόσταση από την y = x.

iv) Ποια νομίζετε ότι είναι τα σημεία των Cf και Cg που να απέχουν την ελάχιστη απόσταση; 

31) Σε έναν υποτασικό ασθενή με αρχική πίεση Π0 χορηγούνται δύο διαφορετικά φάρμακα για την υπόταση σε διαφορετικές ημερομηνίες, των οποίων οι δράσεις καθορίζονται από τις συναρτήσεις: 

Π1 (t) = Π0 + t e-t 

όπου t ο χρόνος δράσης και Π1 η πίεση

Π2 (t) = Π0 + t2 e-t 

όπου t ο χρόνος δράσης και Π2 η πίεση

Να βρείτε: 

i) Σε πόση ώρα το κάθε φάρμακο φτάνει στη μέγιστη απόδοσή του. 

ii) Ποιο είναι το πιο αποτελεσματικό όσον αφορά στην άνοδο της πίεσης. 

32) Ένα δοχείο γεμίζει με νερό. Ο όγκος V (t) του νερού στο δοχείο μετά t sec δίνεται από τον τύπο: 

V (t) = 
[image: image575.wmf]3
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 (20t2 - 
[image: image576.wmf]6

t
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),  0 ( t ( 120
i) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του όγκου, όταν t = 20 sec. 

ii) Πότε ο ρυθμός αυτός γίνεται μέγιστος; 

33) Η ενέργεια, που καταναλώνεται κατά την κίνηση σωματιδίου, δίνεται από τον τύπο Ε (υ) = 
[image: image577.wmf]υ

1

 [2 (υ - 35)2 + 750], υ > 0, όπου υ είναι η ταχύτητα του σωματιδίου. 

i) Να βρείτε την ταχύτητα που πρέπει να έχει το σωματίδιο ώστε να καταναλώνει την ελάχιστη ενέργεια. 

ii) Πόση είναι η ελάχιστη αυτή ενέργεια; 

	34) Στο σχήμα φαίνεται τμήμα παραβολής με εξίσωση y = 
[image: image578.wmf]14

1

(48 - x2), και το ισοσκελές τρίγωνο ΟΒΓ με ΟΒ = ΟΓ.

i) Να βρείτε τα σημεία Β, Γ για τα οποία το εμβαδόν του τριγώνου ΟΒΓ γίνεται μέγιστο.
	35) 
[image: image579.wmf]x
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ii) Ποιο είναι αυτό το μέγιστο εμβαδόν; 

36) Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο f (x) = x3 + κx2 + x + λ, κ, λ ( R. 

37) 
[image: image580.wmf]x
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Να δείξετε ότι x1 ( x2 = 
[image: image581.wmf]3
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. 

38) Το παρακάτω σχήμα παριστάνει την είσοδο μιας σήραγγας του εθνικού οδικού δικτύου. Όταν η κίνηση είναι αυξημένη παρατηρείται «μποτιλιάρισμα» των αυτοκινήτων στη σήραγγα αυτή. Μια ομάδα συγκοινωνιολόγων μελέτησε τη ροή f των αυτοκινήτων για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα και κατέληξε σε έναν τύπο ο οποίος εκφράζει τη ροή (πλήθος αυτοκινήτων / sec) σαν συνάρτηση της ταχύτητας υ των αυτοκινήτων μέσα στη σήραγγα. Ο τύπος είναι f (υ) = 
[image: image582.wmf]73
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[image: image583.wmf]60

km/h

Μήκος

20

km


i) Ποιες επεμβάσεις προτείνετε στη σήμανση που υπάρχει στην είσοδο της σήραγγας; 

ii) Ποια είναι η μέγιστη δυνατή ροή αυτοκινήτων μέσα στη σήραγγα; 

39) Η κατανάλωση ενός φορτηγού που τρέχει με σταθερή ταχύτητα υ είναι 
1 + 
[image: image584.wmf]300
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 lt πετρέλαιο την ώρα, το πετρέλαιο κοστίζει 150 δρχ. το lt και η αμοιβή του οδηγού είναι 4.000 δρχ. την ώρα. Να βρείτε την ταχύτητα του φορτηγού για να έχουμε το ελάχιστο δυνατό κόστος μεταφοράς, καθώς και τα έξοδα της μεταφοράς για μια απόσταση 500 km.
40) Η αξία μιας μηχανής που εκτυπώνει βιβλία μειώνεται με το χρόνο t, σύμφωνα με τη συνάρτηση f(t) = 
[image: image585.wmf]t28
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[image: image586.wmf]f

0. Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους Κ(t) από την πώληση των βιβλίων που εκτυπώνει η συγκεκριμένη μηχανή δίνεται από τη συνάρτηση Κ΄(t) = 
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 και υποθέτουμε ότι Κ(0) = 0.
Να βρεθεί η χρονική στιγμή κατά την οποία πρέπει να πωληθεί η μηχανή, έτσι ώστε το συνολικό κέρδος Ρ(t) από τα βιβλία που πουλήθηκαν συν την αξία της μηχανής να γίνεται μέγιστο, καθώς και το μέγιστο κέρδος.
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