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ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ

1) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη όταν:

i) f(x) = xln
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ii) f(x) = x
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iii) f(x) = 
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iv)  f(x) = x
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       v)  f(x) = xx
vi) f(x) = 
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vii) f(x) = 
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2) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη και να προσδιορίσετε (αν υπάρχουν) τα σημεία καμπής της Cf ,όταν:
i) f(x) = 
[image: image8.wmf]xlnx


ii) f(x) = 
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iii) f(x) = 2συνx+
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  iv) f(x) = x
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v) f(x) = x2lnx

vi) f(x) = ln(lnx)
vii) f(x) = 
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 viii) f(x) = x4-6xlnx2-12
ix) f(x) = 
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x) f(x) = (1+x2)e-x.

3) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο  f(x)=x2lnx.

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f, να μελετήσετε την μονοτονία της και να βρείτε τα ακρότατα  

ii) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής. 
iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. (ΙΟΥΝΙΟΣ 2004)

4) Nα αποδείξετε ότι η Cf της συνάρτησης : f(x) = 2x4+4αx3+3(2α2-4α+5)x2+αx+1,        α 
[image: image16.wmf]Î

 R  δεν έχει σημεία καμπής.

5) Nα αποδείξετε ότι η Cf της συνάρτησης : f(x) = αx3+βx2+γx+δ με α
[image: image17.wmf]¹

0 και β2 = 3αγ δέχεται στο σημείο καμπής της οριζόντια εφαπτομένη.

(
6) Έστω g μια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει (g(x))2 = 5g(x)- ex-αx+2005 για κάθε x
[image: image18.wmf]Î

 R και 1
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0. Να αποδείξετε ότι η Cg δεν έχει σημεία καμπής.

7) Η συνάρτηση f είναι κυρτή στο R και η συνάρτηση g κοίλη στο R. Να αποδείξετε ότι:

i) Οι Cf ,Cg έχουν το πολύ δύο κοινά σημεία.

ii) Αν οι Cf  και Cg έχουν κοινή εφαπτομένη σε κάποιο κοινό σημείο τους, τότε οι Cf  και Cg έχουν μοναδικό κοινό σημείο.

8) i)Να μελετήσετε τη συνάρτηση f(x) = lnx-x ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Nα δείξετε ότι συνάρτηση g(x) = ln2x+2xlnx+x2-3 είναι κυρτή στο (0,+ 
[image: image21.wmf]¥

).

iii) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cg  στο x0=1.

iv) Nα δείξετε ότι: x+lnx
[image: image22.wmf]4x3
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 για κάθε x 
[image: image23.wmf]f
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9) Να βρείτε τις τιμές του α 
[image: image24.wmf]Î

 R ώστε η συνάρτηση f(x) = -x4+2αx3-6x2+3x-1 να είναι κοίλη στο R.

10) Έστω μια συνάρτηση f : R->R για την οποία ισχύει f ΄(x)
[image: image25.wmf]p



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image26.wmf]f
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 για κάθε x
[image: image27.wmf]Î

 R. Nα δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)e-x είναι κυρτή στο R.

11) Έστω μια συνάρτηση f : R(R για την οποία ισχύει f(x) 
[image: image28.wmf]f

0 για κάθε x
[image: image29.wmf]Î

 R,

και η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Αν g(x) = lnf(x) και g΄΄(x) 
[image: image30.wmf]f

0 για κάθε x
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 R, να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = eλxf(x) είναι κυρτή στο R για κάθε λ 
[image: image32.wmf]Î

 R.

12) Δίνεται η συνάρτηση f: (0,+ 
[image: image33.wmf]¥
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 R για την οποία ισχύουν f(x) 
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0. Nα δείξετε ότι:

i) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη.

ii) Η f είναι κυρτή στο (0,+ 
[image: image38.wmf]¥

).

13) Έστω η συνάρτηση f(x) = ln(lnx).
i) Nα βρείτε το Π.Ο.  Αf  της f.

ii) Nα δείξετε ότι η f είναι κοίλη στο Αf. 
iii) Aν α,β
[image: image39.wmf]Î

 Αf, να δείξετε ότι 
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14) i)  Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f  η οποία είναι κυρτή στο διάστημα Δ.   Αν α,β,γ
[image: image41.wmf]Î

Δ και α
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γ να δείξετε ότι: 
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ii) Nα δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = xlnx είναι κυρτή.

iii)Αν 0 
[image: image45.wmf]p

 α
[image: image46.wmf]p

β
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γ και α,β,γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, να δείξετε ότι: 
[image: image48.wmf]bag

bag

p

.

15)  Έστω f μία συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο R  με f(x) 
[image: image49.wmf]f

0 για κάθε x
[image: image50.wmf]Î

 R.

Αν η συνάρτηση g(x) = lnf(x) είναι κυρτή στο R με g΄(x) 
[image: image51.wmf]¹

0, x
[image: image52.wmf]Î

 R, να αποδειχθεί ότι η f είναι είναι κυρτή στο R.

16) Έστω f μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ και κυρτή στο Δ.

i) Αν α,β
[image: image53.wmf]Î

Δ με α
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β, να αποδειχθεί ότι: f(α)+f(β)
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ii) Να αποδειχθεί ότι:

α) η συνάρτηση g(x) = xlnx είναι κυρτή στο διάστημα (0,+ 
[image: image57.wmf]¥

).

β) 
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 για κάθε 0
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17) Έστω f μία συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) για την οποία ισχύει: [f(x)]2 = 2x(x-2), x 
[image: image61.wmf]Î

(α,β).

Να δείξετε ότι η f δεν έχει σημείο καμπής.

18) Αν για τη συνάρτηση f ισχύει f ΄΄(x) 
[image: image62.wmf]f

0 για κάθε  x
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 R και f(0) = -2, να δειχθεί ότι υπάρχει x0 
[image: image64.wmf]Î

R, ,ώστε f(x0) = 0

19) Aν α 
[image: image65.wmf]p

β 
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γ και η συνάρτηση f είναι κυρτή στο R με f(β)
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, να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ
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(α,γ), ώστε το f(ξ) να είναι ελάχιστο της f.

20) Αν η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ = (α,β) και 

x0 
[image: image70.wmf]Î

 Δ με f ΄΄(x0) = 0 και f (3)(x) 
[image: image71.wmf]p

0 για κάθε x 
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Δ-
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x

, να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή στο διάστημα (α, x0] και κοίλη στο διάστημα [x0,β).

21) Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή στο R, να αποδείξετε ότι αν η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, τότε αυτό είναι και ολικό ελάχιστο της f.

22) Για την παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f, να αποδείξετε ότι δεν είναι δυνατόν η f να έχει  στο x0 τοπικό ακρότατο και σημείο καμπής.

23) Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα  [α,β]  που έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο (α,β). Αν ισχύει f(α) = f(β) = 0  και υπάρχουν αριθμοί  γ((α,β), δ((α,β), έτσι ώστε  f(γ)·f(δ)<0,  να αποδείξετε ότι:

     α)Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  f(x)=0  στο διάστημα  (α,β).

β).Υπάρχουν σημεία  ξ1, ξ2 ( (α,β)  τέτοια ώστε  f΄΄(ξ1)<0 και  f΄΄(ξ2)>0.

γ).Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f. 

(ΙΟΥΝΙΟΣ 2003).
24) Έστω f μία συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με 
[image: image74.wmf]f
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στο R,f ΄(x) 
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0 για κάθε x
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R, f ΄(1) 
[image: image77.wmf]f

0 και η συνάρτηση g(x) = f(x)-f(2-x), για κάθε x
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R.

i) Να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της g.

ii) Να βρείτε τα διαστήματα που η g είναι κυρτή ή κοίλη και τα σημεία καμπής της Cg.

25) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image79.wmf]xlnxx
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a) Να βρείτε τα α,β
[image: image80.wmf]Î

R, ώστε το Α(1,3) να είναι σημείο καμπής της Cf.

b)  Για α = 4 και β = -1:

i) Να βρείτε τα διαστήματα που η Cf είναι κυρτή ή κοίλη.

ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο σημείο καμπής της.

iii) Να δείξετε ότι 
[image: image81.wmf]4xlnxx3

-£+

 για κάθε x
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26) Έστω f: R
[image: image83.wmf]®

R παραγωγίσιμη για κάθε x
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R με f 3(x)+4f(x)=4x
i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το πρόσημό της.

ii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη και τα σημεία καμπής (αν υπάρχουν).

iii) Αν g(x) = 2x=f(x) να μελετήσετε την g ως προς τη μονοτονία.

iv) Να λύσετε την ανίσωση f(x2-x-2)+2x
[image: image85.wmf]p
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27) Έστω f: 
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 παραγωγίσιμη συνάρτηση με 
[image: image87.wmf]x2
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και f(3)=4

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο x0=2.

ii) Αν η f είναι κυρτή στο 
[image: image88.wmf]Â

 να δείξετε ότι f(x)-5x+6
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0.

iii) Nα δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ζ
[image: image90.wmf]Î

(2,3) στο οποίο η f παρουσιάζει ελάχιστο.

ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΓΡΑΦΙΚΗΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

1) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων:

i) f(x) = 
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ii) f(x) = 
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iii) f(x) = 
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iv) f(x) = 
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v) f(x) = 
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vi) f(x) = x
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2) Να βρείτε τις τιμές των α,β
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, έτσι ώστε να είναι:

i)
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iii) 
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3) Αν η ευθεία ψ=3χ+4 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f:
[image: image101.wmf]Â®Â

 στο +
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, να βρεθούν οι τιμές του μ
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4) Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  έxει στο +
[image: image105.wmf]¥

 ασύμπτωτη την ευθεία ψ=x+2, να βρείτε τον μ
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5) Δίνονται οι συναρτήσεις f,g: 
[image: image108.wmf]Â®Â

 για τις οποίες ισχύει f(x)-g(x) = x-4 για κάθε x
[image: image109.wmf]ÎÂ

. Αν η ευθεία ψ=3x-7 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο +
[image: image110.wmf]¥
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α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ψ = 2x-3 είναι ασύμπτωτη της  γραφικής παράστασης της συνάρτησης g στο + 
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β) Να βρείτε τα όρια:

i)
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ii)
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6) Έστω οι συναρτήσεις f: (0,+ 
[image: image114.wmf]¥
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 για τις οποίες ισχύει g΄(x) = f ΄(x)-2 για κάθε x
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image117.wmf]¡

 και οι Cf καιCg τέμνονται πάνω στην ευθεία x=1. Αν η Cf έχει ασύμπτωτη στο +
[image: image118.wmf]¥

 τον άξονα χ΄χ, να βρείτε στο +
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 την ασύμπτωτη της Cg.

7) Έστω η συνάρτηση f(x) = x +
[image: image120.wmf]1
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-

. Να δείξετε ότι:

i) Τα σημεία των ακροτάτων της f και το σημείο τομής των ασύμπτωτων της Cf είναι συνευθειακά.

ii) Δεν υπάρχει εφαπτόμενη της Cf που να είναι παράλληλη προς την πλάγια ασύμπτωτη της Cf.

8) Έστω μια συνάρτηση f: (0,+ 
[image: image121.wmf]¥

)
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 για την οποία ισχύει 
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0. Να δείξετε ότι ο άξονας χ΄χ είναι ασύμπτωτη της Cf.

9) Έστω μια συνάρτηση f: (0,+ 
[image: image125.wmf]¥
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 με f ΄΄(x) = 
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0. Αν η ευθεία ε: ψ = x-1 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f να βρείτε την f.

ΚΑΝΟΝΕΣ  DE L’ HOSPITAL
1) Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:

i) Α = 
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ii) Β = 
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iv) Δ = 
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2) Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:

i) Α = 
[image: image135.wmf]x
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ii) Β = 
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iii) Γ = 
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3) Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:

i) Α = 
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iii) Γ = 
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4) Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:

i)Α = 
[image: image141.wmf]x
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ii) Β = 
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5) Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:
i)Α = 
[image: image144.wmf]32

x

11

lim(xx)

xx

®¥

hm-sun

ii) Β = 
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iv) Δ = 
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6) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image150.wmf]xlnx
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. Nα αποδείξετε ότι:

i) Η f είναι συνεχής 

ii) f΄(1) = -
[image: image151.wmf]1
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7) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image152.wmf]1
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      1              ,   x=0

eln(x) ,    x0

ì

+a-b
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f

p

. Να βρείτε τις τιμές των α,β ώστε η f να είναι συνεχής στο x0=0.

8) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image153.wmf]x
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,  x0

x

ln2     ,   x=0

ì

-
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î

.Να δείξετε ότι f΄(0) = 
[image: image154.wmf]1

2

ln22.

9) Να βρείτε τις τιμές των α,β
[image: image155.wmf]ÎÂ

, ώστε οι παρακάτω συναρτήσεις να είναι παραγωγίσιμες στο x0 όταν:

i) f(x) = 
[image: image156.wmf]x

e1        ,  x0

ημx+βσυνx ,  x0

ì
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î

f

και x0=0.

ii) f(x) = 
[image: image157.wmf]x-1

lnx1  ,  x1

ex ,  x1
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ì
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+b-b£

î

f

 και x0=1.

10) Έστω μια συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image158.wmf]Â®Â

 για την οποία ισχύει xf(x)+eημx=f(x)ημx+ex για κάθε x
[image: image159.wmf]ÎÂ

. Να βρείτε την f(0).

11) Έστω μια συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image160.wmf]Â®Â

 για την οποία ισχύει (1-συνx)f(x) = ln(1+x)-x για κάθε x
[image: image161.wmf]f

-1. Να βρείτε την f(0).

12) i) Nα λύσετε την εξίσωση 1+lnx = x στο (0,2).

ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf με f(x) = xlnx+x+2, x
[image: image162.wmf]Î

(0,2) που διέρχεται από το σημείο Α(2,5) και το f((0,2)).

13) i) Να δείξετε ότι lnx
[image: image163.wmf]p

2x2-1 για κάθε x
[image: image164.wmf]f

0.

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης g(x) = 2x3-3xlnx+6.

14)  Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image165.wmf]2

x

.

1lnx

+


i) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

iii) Nα λύσετε την ανίσωση ln2x
[image: image166.wmf]p

x-1.

15) Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image167.wmf]Â

 με f΄΄(0) = 
[image: image168.wmf]3

2

 και f(0) =f΄(0) = 0. 

Να αποδειχθεί ότι: 
[image: image169.wmf]x0
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16) Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image170.wmf]Â

 με f΄΄(0) = 2 και f(0) =f΄(0) = 0.

i) Να βρείτε το όριο 
[image: image171.wmf]x0

f
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ii) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης g: (
[image: image172.wmf],
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)
[image: image173.wmf]®Â

 με 

g(x) = 
[image: image174.wmf]f(x)

, x0

x

  0    ,  x=0
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. Είναι η συνάρτηση g΄(x) συνεχής στο x0 = 0;

17) Αν 
[image: image175.wmf]x
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 = α
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*και 
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]

x

limf(x)f

΄(x)L0,

®¥

+=¹

 να αποδειχθεί ότι 
[image: image178.wmf]x
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18) Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : 
[image: image179.wmf]Â®Â

, για την οποία ισχύουν:

i)    

[image: image180.wmf]x
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ii) υπάρχει το 
[image: image182.wmf]x
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. Να αποδειχθεί ότι 
[image: image183.emf]x
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19)  Η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image184.wmf]Â

 και ισχύει: 


[image: image185.wmf]xxxx
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. Να υπολογίσετε το 
[image: image186.wmf]x
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20)  Έστω η συνάρτηση f : 
[image: image187.wmf]Â®Â

 η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη. Να αποδείξετε ότι: 


[image: image188.wmf]2
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21)  Έστω οι συναρτήσεις f,g:(0,+ 
[image: image189.wmf]¥

)
[image: image190.wmf]®Â

 με g(x) = f(x)+x+ln(x+1)-lnx για κάθε x
[image: image191.wmf]f

0. Αν η ευθεία ψ = x+3 είναι ασύμπτωτη της Cf στο +
[image: image192.wmf]¥

, να βρείτε την ασύμπτωτη της Cg στο +
[image: image193.wmf]¥

.

22)  Έστω η συνάρτηση f : 
[image: image194.wmf]Â®Â

 και η g(x) = xf(e-x).  Αν η ευθεία 

ψ = 2x+1εφάπτεται της Cf στο x0 = 0, να βρείτε την ασύμπτωτη της Cg στο +
[image: image195.wmf]¥

.
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