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Συναρτήσεις
Α΄ ΟΜΑΔΑ

1) Να βρεθεί το Π.Ο. των παρακάτω συναρτήσεων:

a) f(χ) = ln
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b) φ(χ) = 
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c) σ(χ) = 
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d) h(χ) = 
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e) g(χ) = 
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f) ρ(χ) = 
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g) t(χ) = log(2-logx)

h) π(χ) = 
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2) Δίνεται η συνάρτηση f(χ) = χ3 + (2-α)χ2 – (α+3)χ + α2-5, α((.

a) Να βρεθούν οι τιμές του α, ώστε η Cf  να διέρχεται από το σημείο Μ(1,-6).

b) Αν η Cf διέρχεται από το σημείο Μ(1,-6), να βρεθούν τα κοινά σημεία της Cf  και του άξονα χ΄χ.

3) Δίνονται οι συναρτήσεις  f(χ) = χ3+3χ2+χ+1,  g(χ) = χ2+2χ +3:
a) Πότε η Cf είναι «πάνω» από τη Cg ;

b) Να βρείτε τα κοινά σημεία των Cf και Cg και να αποδείξετε ότι είναι κορυφές τριγώνου με εμβαδόν Ε = 3τ.μ.

4) Μια συνάρτηση f: ((( έχει γραφική παράσταση, η οποία είναι παραβολή. Αν η Cf διέρχεται από τα σημεία Α(-1,6), Β(1,0) και Γ(2,0) να βρεθεί:
a) Ο τύπος της f , και να σχεδιασθεί η Cf.

b) Τα κοινά σημεία της Cf και του άξονα χ΄χ.

c) Τα διαστήματα που η Cf είναι κάτω από τον χ΄χ.

5) Να γίνει γραφική παράσταση των παρακάτω συναρτήσεων:

a) f(χ) = (χ3-1(
b) g(χ) = 
[image: image8.wmf]1

-

x


c) φ(χ) = e(x(
d) h(χ) = (lnx-1(
e) σ(χ) = ln(x(
f) ρ(χ) = ln
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g) t(χ) = 
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h) π(χ) = ημ(χ+
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6) Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της f(χ) = (ln(x((να υπολογίσετε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(χ) = 10-6.

7) Αν f(χ+λ)(χ( f(χ)+λ για κάθε χ(( και λ σταθερό αριθμό ν.δ.ο: f(χ) = χ-λ
 

8) Εξετάστε αν οι συναρτήσεις με τύπους:

a) f(χ) = ln(χ2-9) και g(χ) = ln(χ-3)+ln(χ+3)

b) f(χ) = 
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c) f(χ) = 
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 και g(χ) = 1-
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d) f(χ) = 
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e) f(χ) = 
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f) f(χ) = lnχ5 και g(χ) = 5lnχ

g) f(χ) = lnχ4 και g(χ) = 4lnχ

h) f(χ) = ln(
[image: image20.wmf]x
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είναι ίσες. Στην περίπτωση που δεν είναι, να βρεθεί το ευρύτερο υποσύνολο, του (, στο οποίο είναι ίσες.

9) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους: f(χ) = ln(χ+1)και g(χ) = 
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. Να οριστούν οι συναρτήσεις: f + g, 
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10) Δίνεται η f(χ) = 
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 και g(χ) = 2ημχ-1. Να βρεθεί η f οg.

11) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους: f(χ) = 2χ-1, και χ([-3,3]και g(χ) = 5-2χ, και χ([3,7]. Να οριστούν οι συναρτήσεις:  f οg και gof.
12) Έστω f(ln2x) = x+3, x>0.Να βρεθεί η f.

13) Αν η συνάρτηση f έχει Π.Ο. το [7,27] να βρεθεί το Π.Ο. της συνάρτησης g(x) = f(x3+x-3).

14) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g: ((( με g(x) =x-2 και (fog)(x) = x2+x+1 για κάθε χ((. Να βρεθεί η συνάρτηση f.

15) Αν f(χ) =χ+3, να βρεθεί η συνάρτηση g: ((( για την οποία ισχύει (fog)(x) = eχ+1+3 για κάθε χ((.

16) Δίνονται οι συναρτήσεις g(x) = x2, s(x) = ex, p(x) = ημx. Εκφράστε κάθε μια από τις συναρτήσεις που ακολουθούν χρησιμοποιώντας μόνο σαν πράξη τη σύνθεση.

a) f(x) = eημx
b) f(x) = ημ ex 
c) f(x) = ημx2
d) f(x) = ημ2x
e) f(x) =ημ(ημ(e
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f) f(x) = e2ημχ
g) Να λυθεί η ανίσωση 
[image: image26.wmf]3
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17) Δίνεται η συνάρτηση f(χ) = 
[image: image27.wmf].
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a) Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.

b) Να λυθεί η εξίσωση 3χ+4χ = 5χ.

c) Να λυθεί η ανίσωση 3χ+4χ ( 5χ.

18) Δίνεται η συνάρτηση f(χ) = 2χ+χ.

a) Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.

b) Να λυθεί η ανίσωση 
[image: image28.wmf].
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19) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g  με f(χ) = ex+x5+x3+x-1 και g(χ) =2-x-x3-lnx

a) N.δ.ο:  οι f και g  είναι γνησίως μονότονες.

b) Να λυθούν οι ανισώσεις f(x)(0 και g(x) (0.
20) Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις και ανισώσεις.

a) ex-1+lnx+x =2

b) x9+x7+x5+x3+x=5

c) ημχ+εφχ-συνχ+χ+1=0, χ([0,π/2)

d) χ11+2χ7+3χ5+5χ3+7χ(18

e) 3χ+4χ+5χ>6χ
21) Να εξεταστεί ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις, είναι 1-1 και ποιες όχι:

a) f(χ) = 3x-5

b) f(χ) = 5x3+3
c) f(χ) = x2-2x+2003

d) f(χ) = 
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e) f(χ) = 2lnx-3

f) f(χ) = (x-1)(x-2)(x-3)(x-4)+2004

g) f(χ) = 3ex-1+2
h) f(x) = x9+x7+x5+x3+x+2003
22) Στις παρακάτω συναρτήσεις να οριστεί η f -1, αν ορίζεται:
a) f(χ) = 3ex-2-5

b) f(χ) = 
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c) f(χ) = ln(x-1)-2

d) f(χ) = 
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e) f(χ) = (x-1)3-2

f) f(χ) = 
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23) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = 
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 και g(x) = 1-lnx. Να προσδιοριστεί η συνάρτηση f -1og.
24) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2-x-lnx
a) Nα μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία

b) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = f(1)

c) Να λύσετε την ανίσωση x+lnx(1

25) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex+x3+x+1

a) Nα δείξετε ότι αντιστρέφεται.

b) Να λύσετε την εξίσωση: 
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Β΄ΟΜΑΔΑ

1) Να δ.ο: η γραφική παράσταση της συνάρτησης fλ(x) = λ2x2+(2λ-λ2)x+1-2λ, καθώς το λ διατρέχει το (, διέρχεται από ένα σταθερό σημείο.
2) Έστω συνάρτηση f: ((( με f(0) = 1 και f(x+ψ)(exf(ψ) για κάθε χ,ψ((. Ν.δ.ο: f(x)=ex, για κάθε χ((.

3) Να βρεθεί συνάρτηση f για την οποία ισχύει xf(x)+f(-x) = x για κάθε χ((.



4) Δύο συναρτήσεις f,g: ((( έχουν την ιδιότητα:

a) f2(x) = f(x)f(-x)

b) g2(x) = -g(x)g(-x)  για κάθε χ((. Να δείξετε ότι:

i) Η f είναι άρτια

ii) Η g είναι περιττή.

5) Μια συνάρτηση f: ((( έχει την ιδιότητα f(x+ψ) = f(x)-f(ψ) για κάθε χ,ψ((. Ν.δ.ο:

a) f(0) = 0

b) f(x) = 0  για κάθε χ((.
6) Aν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = x4-(α+1)x2+βx+3 και g(x) = =(α+2)x2+(2-β)x-1, τέμνονται πάνω στις ευθείες χ=-1 και χ=2, να βρείτε:
a) τις τιμές α και β,

b) τα άλλα κοινά σημεία των Cf και Cg.

7) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g  με f(χ) = 4x-2x-1 και g(χ) = 2x+2-8.

a) Nα βρεθούν τα κοινά σημεία των Cf και Cg.

b) Να βρεθούν τα διαστήματα, στα οποία η Cf είναι πάνω από τη Cg.

8) Έστω συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: f(xψ)+f(x)+f(ψ) = xψ+x+ψ για κάθε χ,ψ((.

a) Να προσδιοριστεί η συνάρτηση f.

b) Να βρεθούν τα κοινά σημεία των Chκαι Cg, όπου g(x) = f2(x)+
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9) Nα βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f: ((( με την ιδιότητα:

a) f(x+ψ)+2f(x-ψ)+f(x)+2f(ψ) = 4x+ψ.

b) f(x)f(ψ)+1 = f(x)+f(ψ)+xψ 
για κάθε χ,ψ((.

10) Να προσδιοριστεί η συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα:f(x+ψ)(f(x)f(ψ)(ex+ψ, για κάθε χ,ψ((.

11) Mία συνάρτηση f: (0,+( )(( έχει την ιδιότητα: f(
[image: image37.wmf]e
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)(lnx(f(x)-1 για κάθε χ(0.
a) Να προσδιοριστεί ο τύπος της f.

b) Να γίνει η γραφική παράσταση της f.

12) Έστω η συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: f2(x) = f(x)f(-x), για κάθε χ((.Ν.δ.ο: η Cf είναι συμμετρική ως προς τον άξονα ψ΄ψ.

13) Έστω η συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: (fof)(x) = xf(x) για κάθε χ((. Να βρεθεί f(0).

14) Έστω η συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: (fof)(x) = 4-x, για κάθε χ((. Να βρεθεί f(2).

15) Έστω η συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: (fof)(x) = x5, για κάθε χ((. Να αποδείξετε ότι f(x5) = f5(x) για κάθε χ((.
16) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g: ((( με (fog)(x) = x2-3x+4 για κάθε χ(( και (gof)(2) = 2. Ν.δ.ο: οι Cf και Cg  έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο.

17) Έστω η συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: (fofοf)(x) = -x, για κάθε χ((, ν.δ.ο: η f είναι περιττή.
18) Έστω η συνάρτηση f: ((( για την οποία ισχύουν οι  ιδιότητες: (fof)(x) = 4x-3 και (fofοf)(x) = 8x+λ για κάθε x((. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f.
19) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g: ((( με g(0) = 0 και  2f(x)+f(1-ψ)+g(x)-g(ψ) = 3(χ+1)2-6ψ για κάθε χ,ψ((. Ν.δ.ο:

a) 2f(x)+f(1-x) = 3(x+1)2-6x για κάθε χ((,

b) f(x) = x2+2x με χ((,

c) οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες.

20) Έστω ένα ισοσκελές και οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα 2 και έστω ότι γων.(ΒΑΓ) = θ ακτίνια.
a) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του τριγώνου συναρτήσει της γωνίας θ είναι Ε(θ) = 4(1+συνθ)ημθ,  0(θ(π/2

b) Αν η γωνία θ μεταβάλλεται με τον χρόνο σύμφωνα με τη συνάρτηση θ = f(t) = π/2-t/4,  0(t(2π, να εκφράσετε το εμβαδόν Ε σε συνάρτηση με το χρόνο και να βρείτε σε ποια χρονική στιγμή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο καθώς και το εμβαδόν του τη στιγμή εκείνη.
21) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx+(α2-α)x-α2 με 0(α (1.

a) Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως μονότονη.

b) Να λυθεί η εξίσωση αx+(α2-α)x = α2.

22) Έστω συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: f(x+ψ) = f(x)+f(ψ), για κάθε χ,ψ((. Αν f(x)>0 για κάθε x>0, ν.δ.ο:
a) f(0) = 0

b) η f είναι περιττή

c) η f είναι γνησίως αύξουσα.
23) Aν οι συναρτήσεις f και g είναι γνησίως αύξουσες σε ένα σύνολο Α, ν.δ.ο: και η f +g είναι γνησίως αύξουσα στο Α. Στη συνέχεια:
a) Ν.δ.ο: η συνάρτηση F(x) = logx+x4 είναι γνησίως αύξουσα
b) Nα λυθεί η εξίσωση log(λ2+1)- log(5λ-5(= (5λ-5)4-(λ2+1)4
24) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει γν. μονότονη συνάρτηση f: ((( για την οποία ισχύει f(f(x)) +3x = 0 για κάθε χ((.
25) Έστω συνάρτηση f: Α((.

a) Για κάθε x1 , x2 (Α με x1 ( x2 ορίζουμε λ = 
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i) η f είναι γν. αύξουσα αν και μόνο αν λ>0.

ii) η f είναι γν. φθίνουσα αν και μόνο αν λ(0.

b) Αν Α = ( και για κάθε x1 , x2 (( με x1 ( x2 ισχύει (f(x1)-f(x2)((2(x1-x2(,ν.δ.ο: η συνάρτηση g(x) = f(x)-2x είναι γν. φθίνουσα στο ( και ότι η συνάρτηση h(x) =     f(x)+2x είναι γν. αύξουσα στο (.
26) Αν η συνάρτηση f: ((( είναι γν. φθίνουσα, να λυθεί η εξίσωση  (fof)(x2+4x) = (fof)(x+4).
27) Αν η συνάρτηση f: ((( έχει την ιδιότητα (fof)(x) = f(x)+αx για κάθε χ((, όπου α(0. Ν.δ.ο:

a) η f είναι 1-1

b) f(0) = 0

28) Αν η συνάρτηση f: ((( έχει την ιδιότητα (fof)(x) +3f(x)-x2003=0 για κάθε χ((, ν.δ.ο: η f είναι 1-1.

29) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση f: (((, η οποία είναι 1-1 και ικανοποιεί τη σχέση: 2f(x4)-f 2(x2)(1, για κάθε χ((.

30) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g: ((( με (fof)(x) = x2-5x+9 και g(x) = x2-xf(x)+3, για κάθε χ((. N.δ.ο:
a) f(3)=3

b) η συνάρτηση g δεν αντιστρέφεται.

31) Έστω συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: f 2(x) (f(x)f(10-x), για κάθε χ((. Να δ.ο: η f δεν αντιστρέφεται.

32) Αν η συνάρτηση f: ((( είναι γν. μονότονη και f(x+f(ψ)) = f(x+ψ)+2, για κάθε χ,ψ((, ν.δ.ο: f(x) = x+2.
33) Αν η συνάρτηση f: ((( είναι γν. μονότονη και η Cf διέρχεται από τα σημεία Α(5,9) και Β(2,3) τότε:

a) Ν.δ.ο: η f είναι γν. αύξουσα

b) Να λυθεί η εξίσωση f(3+f -1(x2+2x)) = 9.
34) Αν η συνάρτηση f: ((( έχει την ιδιότητα (fof)(x) = f(x)+x για κάθε χ((,ν.δ.ο:

a) η f είναι αντιστρέψιμη
b) f(0) = 0

c) f -1(x) = f(x) – x για κάθε χ(f(().

35) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3+x+2.

a) Ν.δ.ο: η f αντιστρέφεται.

b) Να βρείτε, αν ορίζεται, το f-1(4).

c) Nα λύσετε τις εξισώσεις f(x) = 12, f-1(x) = -2.

d) Να βρείτε τα κοινά σημεία της Cf-1 με τους άξονες καθώς και με την ευθεία ψ=x.

e) Να λύσετε την εξίσωση (2-ημ2χ)3 = ημ3χ+ημ2χ+ημχ-2

f) Nα λύσετε τις ανισώσεις f-1(x)(3, f-1(x+1)(x+5.
36) Aν η συνάρτηση f είναι περιττή και αντιστρέψιμη, ν.δ.ο: και η f-1 είναι περιττή.
37) Α) Αν f  γν. αύξουσα στο ( και χο((, τότε f(f(xo))=xo ( f(xo) = xo                              

B) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image39.wmf]3
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i) Ν.δ.ο: η f αντιστρέφεται και να βρείτε την f-1
ii) Να προσδιορίσετε τα κοινά σημεία των Cf και Cf-1.

38) Να βρείτε το σύνολο Α, ώστε η συνάρτηση f: Α (( με f(x) = 
[image: image40.wmf]x
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, να έχει σύνολο τιμών το [0,3/2].

39) Δίνεται η 1-1 συνάρτηση f: ((( με την ιδιότητα: f(x)f(2-x) = f(λx-β) για κάθε χ((. Ν.δ.ο:
a) λ = 0

b) f(2+β) = 1.

40) Να αποδείξετε ότι η Cf της f(x) = 
[image: image41.wmf]5
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, έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία ψ=x.
41) Έστω μια συνάρτηση f: (0,+()(( έχει την ιδιότητα  f(x)-f(ψ) = f
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 για κάθε x,ψ(0. Αν η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα, τότε:

a) Ν.δ.ο: η f είναι 1-1
b) Να λύσετε την εξίσωση f(x2+3)+f(x) = f(x2+1)+f(x+1),
c) Αν ακόμη είναι f(x)>0 για κάθε χ>1, ν.δ.ο: η f είναι γν. αύξουσα.
�Ν.δ.ο:f(χ)(χ-λ





�Ν.δ.ο: f(x)(ex και 


f(x)( ex


�f(x) = � EMBED Equation.3  ��� χ((.�


�θέτουμε χ=ψ=1 κ.λ.π.


�ν.δ.ο: f (0)=1και


 f (x) f (-x)=1 , κατόπιν f(x)=ex


�N.δ.ο: f(0) = f(1)
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