ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΕ ΔΙΑΣΤΗΜΑ
Α΄ΘΕΩΡΗΜΑ BOLZANO
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1) Αν η f είναι συνεχής στο [0,1] και 0
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, να δειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ
[image: image4.wmf]Î

[0,1), ώστε να ισχύει:f 2005(ξ) + ξ = f(ξ)

2) Έστω f(χ) = 4(1+α2)χ4 + 2(1+α+α2)χ  - α και g(x) = 8(1+α+α2)χ3+ (1-16α+α2)χ2 + 3α, α
[image: image5.wmf]ÎÂ

.Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και g τέμνονται σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο [-1,1].
3) Έστω f συνεχής στο Δ = [α, β]. Να δειχθεί ότι:
i) Η συνάρτηση f (α+β-χ) είναι συνεχής στο Δ.

ii) Υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image6.wmf]Î

Δ, ώστε να ισχύει: f (α+β-ξ) = f(ξ).

4) Έστω f συνεχής στο Δ = [α, β] και γ
[image: image7.wmf]f

0. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image8.wmf]Î

Δ, ώστε να ισχύει:  f(ξ) = 
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5) Αν για τον μιγαδικό αριθμό z = α+βi ισχύει: 
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, να αποδείξετε ότι:

i) Re(z2) = 
[image: image11.wmf]1
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ii) Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος (i), αν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι: υπάρχει x0 
[image: image12.wmf]Î

 (2,3) τέτοιο ώστε f(x0)=0.
6) Αν η f είναι συνεχής στο [0,4] και f(0)= f(4), να αποδειχθεί ότι υπάρχουν α,β 
[image: image13.wmf]Î

 [0,4] με β - α = 2 τέτοια, ώστε  f(α)= f(β).

7) Έστω f: [image: image14.wmf]Â®Â

 συνεχής συνάρτηση με f(1) + f(2) + f(3) = 0. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ) = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα.
8) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2 + βx + γ και g(x) = - x2 + βx + γ με  γ
[image: image15.wmf]¹

0. Αν ρ1 είναι ρίζα της f και  ρ2 είναι ρίζα της g με ρ1
[image: image16.wmf]p

ρ2, να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ) +2g(x) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (ρ1, ρ2).

9) Έστω α,β 
[image: image17.wmf]ÎÂ

, με α
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β. Να αποδειχθεί ότι για κάθε γ
[image: image19.wmf]Î

(α,β) υπάρχει μοναδικό ξ 
[image: image20.wmf]Î

(0,1), ώστε γ = ξ β + (1-ξ)α.
10) Έστω f,g συναρτήσεις με Π.Ο. το Δ. Εάν για κάθε χ
[image: image21.wmf]Î

Δ η f είναι συνεχής και f(x)-g(x) = cx, c
[image: image22.wmf]ÎÂ

 τότε ν.δ.ο: Αν ρ1, ρ2 δύο ετερόσημες ρίζες της f(x) = 0 η εξίσωση g(x) = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο [ρ1, ρ2].
11) Έστω f(x) = x3 + συν(πx) – 1 και g(x) = ln(x-1). Να αποδειχθεί ότι υπάρχει α
[image: image23.wmf]Î

(1,2)  ώστε  f(α)= g(κ), 
[image: image24.wmf]8
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12) Οι αριθμοί α1 α2……α1994 ανήκουν στο διάστημα [0,1]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image25.wmf]Î
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13) Αν α,β,γ
[image: image28.wmf]ÎÂ

, να αποδειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image29.wmf]Î
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 ώστε: ημ2(ξ+α)+ +ημ2(ξ+β)+ ημ2(ξ+γ)=
[image: image31.wmf]3
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14) Οι συναρτήσεις f,g : [0,1] [image: image32.wmf]®

 [0,1] είναι συνεχείς. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image33.wmf]Î
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ώστε τα διανύσματα 
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15) Να αποδείξτε ότι : 
i) η εξίσωση 
[image: image36.wmf]20002004
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έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (-1,1).
ii) η εξίσωση 
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έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (
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16) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex-α -1και g(x) = ln(αx+1) + α, όπου α[image: image39.wmf]3
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i) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ) = αχ έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα [α,α+1].

ii) Αν ξ είναι μια ρίζα της εξίσωσης f(χ) = αχ στο διάστημα [α,α+1], τότε να δείξετε ότι: 
[image: image40.wmf]x
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17) Αν η f είναι συνεχής στο [0,2] με f(0) = f(2), να αποδείξετε ότι:
i)  υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image41.wmf]Î
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 f(ξ) = f(ξ+1),
ii) υπάρχουν χ0,t0 [image: image43.wmf]Î

 [0,2] με 
[image: image44.wmf]0000
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18) Για  μια συνεχή συνάρτηση f, ισχύει ότι:

f 3(χ) + β f 2(χ) + γ f(χ) = χ3 – 2χ2 + 6χ – 1 για κάθε πραγματικό αριθμό χ, όπου β, γ πραγματικοί αριθμοί με β2<3γ.
Αν η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα, να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης  f(χ) = 0 στο ανοικτό διάστημα (0,1).
19) Για  μια συνεχή συνάρτηση f στο [0,1] ισχύει f(0) = 2 και f(1) = 4. Αν η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα, να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ  που ανήκει στο (0,1) ώστε:
f(ξ) = [image: image45.wmf]1234
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20) Αν η συνάρτηση f : [α,β] 
[image: image46.wmf]®

 [α,β] είναι συνεχής και αβ
[image: image47.wmf]f

0, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
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[α,β],ώστε : 
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21) Αν η συνάρτηση f : [α,β] 
[image: image50.wmf]®

 [image: image51.wmf]Â

 είναι συνεχής και f 2(α) + f(α) f(β) = 0, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image52.wmf]Î

[α,β],ώστε f(ξ) = 0.

22) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,1] με f(0) = f(1), να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(χ) = f( χ+ 
[image: image53.wmf]1

3

)  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα [0,1].

23) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1,5] με f(1) = 3 και f(5) = 2, να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  έχει τουλάχιστον ένα κοινό σημείο με την ευθεία        (ε):   ψ-χ=0.
24) Οι συναρτήσεις f,g  [0,1] 
[image: image54.wmf]®
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 είναι συνεχείς και ισχύει fog = gof  για κάθε χ
[image: image56.wmf][

]

0,1

Î

.Έστω επίσης ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1] και 
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 Να αποδειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ[image: image58.wmf]Î
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 f(ξ) = ξ και g(ξ) = ξ. 
25)  Για  μια συνεχή συνάρτηση f, ισχύει ότι: 
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i) Να δειχθεί ότι 
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ii) Να δειχθεί ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον k[image: image62.wmf]Î
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26) Για  μια συνάρτηση f συνεχή στο 
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, ισχύει ότι: 
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Να δειχθεί ότι η  Cf  τέμνει τη γραφική παράσταση της παραβολής ψ = x2 - x + 1 σε σημείο με τετμημένη που ανήκει στο διάστημα (1,2).
27) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1,2] με f(2)
[image: image67.wmf]¹

6, και ακόμη f(1) + f(2) = 8, να αποδείξετε ότι υπάρχει, ένα τουλάχιστον ξ
[image: image68.wmf]Î

(1,2) που   f(ξ) = ξ +ξ2.
28) Έστω f: 
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συνεχής συνάρτηση. Αν α,β είναι ρίζες της εξίσωσης 3χ2-4000χ+2001 = 0, να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image70.wmf]Î

[α,β] τέτοιο ώστε να ισχύει:
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29) Έστω f: 
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συνεχής συνάρτηση και οι μιγαδικοί αριθμοί z = α+βi, z1 = α+if(α), z2 = β+if(β).Αν ισχύει 
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, να δειχθεί ότι η  Cf έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τον άξονα χ΄χ.

30) Δίνεται η συνάρτηση f(χ) = λχ4 – (3λ-4)χ3 + 3(λ-3)χ2 – 3(λ-2)χ + 2λ - 3 , όπου λ
[image: image74.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf]Â

.Να αποδείξετε ότι:

i) Η  Cf  διέρχεται από δύο σταθερά σημεία, για κάθε τιμή του λ
[image: image76.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image77.wmf]Â

.

ii) Η εξίσωση  (3λ-4)χ3 - 3(λ-3)χ2 + 3(λ-2)χ =λχ4 - 2λ + 3 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (1,2).
31) Έστω f: [image: image78.wmf]Â®Â

  συνάρτηση, ώστε f 2(x) + ημ2χ = χ2 
[image: image79.wmf]x
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i) Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0.

ii) Αν η f είναι συνεχής και ισχύει f(α)f(β)‹0, να αποδείξετε ότι αβ‹0. 
32) Δίνεται η «1-1» συνάρτηση f(x) = αχ3 + 2χ2 + βχ – 4 με α
[image: image80.wmf]f
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i) Να δείξετε ότι: αβ
[image: image81.wmf]f

1.
ii) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ) = 0 έχει μια μόνο ρίζα στο διάστημα (0,1).

Β΄ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Έστω συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει f 2(x) + χ2= 5χ για κάθε χ
[image: image82.wmf]Î

Δ = (0,5).
a) Να αποδείξετε ότι η f:

i) Δεν έχει ρίζες στο Δ.

ii) Έχει σταθερό πρόσημο στο Δ.

b) Να βρεθεί ο τύπος της f στο Δ, αν επιπλέον είναι γνωστό ότι f(1) = -2.

2) Να βρείτε το πρόσημο των συναρτήσεων:
i) f(χ) = ημχ + συνχ, -π
[image: image83.wmf]£
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ii) f(χ) = ημ2χ + 
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iii) f(χ) = 
[image: image88.wmf]2
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	3) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,1] και ισχύει 0
[image: image89.wmf]£

f (χ) 
[image: image90.wmf]£

1 
[image: image91.wmf][

]

x0,1

"Î

 να δειχθεί ότι η Cf τέμνει τις διαγώνιες του τετραγώνου του διπλανού σχήματος.
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4) 
[image: image92.wmf]Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f,g : 
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 και 
[image: image94.wmf]x
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 ισχύει f(x).(g(x)+1)
[image: image95.wmf]1
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. Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή 
5) Έστω συνεχής συνάρτηση f : [α,β] 
[image: image96.wmf]®
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 όπου α,β
[image: image97.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image98.wmf]Â

 με α
[image: image99.wmf]p

β. Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή.

6) Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : 
[image: image100.wmf]Â®Â

 με την ιδιότητα f 2(x) = 2exf(x), 
[image: image101.wmf]x
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,
7) Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : 
[image: image102.wmf]Â®Â

 με την ιδιότητα:

(f (x) – 1) (f (x) – 3)  = 0, 
[image: image103.wmf]x
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.

8) Έστω συνεχής συνάρτηση f στο διάστημα Δ = (α,β), γνησίως φθίνουσα στο (α,γ] και γνησίως αύξουσα στο [γ,β) όπου γ
[image: image104.wmf]Î

(α,β).Αν f(γ) = -1 και
[image: image105.wmf]xx
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να βρεθεί:
i) Το σύνολο τιμών της f.

ii) Το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f (x)=0, x
[image: image106.wmf]Î

Δ.

9) Έστω συνεχής συνάρτηση f : 
[image: image107.wmf]Â®

¤

 με f(2004) = 2005. Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή.

10) Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : 
[image: image108.wmf]Â®Â

 με την ιδιότητα: 
f 2(x) – 2(f (x)ημx = 1, 
[image: image109.wmf]x
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11) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex +x +1. Να δείξετε ότι:

i)  η f είναι γνησίως αύξουσα.

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
iii) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ) = 0 έχει μια μόνο ρίζα.

12) Οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο διάστημα [-α,α] και ισχύουν:
· Η f  είναι περιττή,

· Η g είναι γνησίως φθίνουσα,

· g(α) = -α και g(-α) = α.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα χ0
[image: image110.wmf]Î

 (-α,α) τέτοιο ώστε:

f(g(χ0)) + f (χ0) + g(χ0)  = 0.
Σε ποιο σημείο χρησιμοποιήθηκε η υπόθεση ότι η g είναι γνησίως φθίνουσα;
13) Έστω συνεχής συνάρτηση f : 
[image: image111.wmf]Â

 
[image: image112.wmf]®
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και f(1) = 2, να αποδείξετε ότι f(χ) = 2 
[image: image113.wmf]x
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14) Αν για τον μιγαδικό αριθμό z = x + i f(x) ισχύει 
[image: image114.wmf]z

 = 1 για κάθε χ
[image: image115.wmf]Î

Df, να αποδείξετε ότι:

i) Το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f είναι υποσύνολο του διαστήματος [-1,1],

ii) η f  διατηρεί συαθερό πρόσημο, αν Df = (-1,1).
15) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image116.wmf]4x2x
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.
i) Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως μονότονη.
ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

iii) Να λύσετε την ανίσωση f(x) 
[image: image117.wmf]p

0.

16) 
[image: image118.wmf]Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f,g: [0,
[image: image119.wmf]+¥

) 
[image: image120.wmf]®Â

 με g(0) = 1 και x[f(x)-g(x)] = 
[image: image121.wmf]x

[ 3f(x)+g(x)].
α)   Να βρείτε το f(0).

β)   Αν για κάθε χ
[image: image122.wmf]Î

[0,4] είναι f(x)≠0, να δείξετε ότι:

i) Η εξίσωση (x-2)f(x) +x f(x+2) = x(x-2) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,2).
ii) g(x)
[image: image123.wmf]f

0 για κάθε χ
[image: image124.wmf]Î

[0,4].
17) Έστω συνεχής συνάρτηση f στο [1,4] για την οποία ισχύουν:
· f(x)≠0 για κάθε χ
[image: image125.wmf]Î

[1,4].
· f(1)
[image: image126.wmf]f

0

· f(1) f(2) = f(3) f(4)
Να αποδείξετε ότι:

α) f(x) 
[image: image127.wmf]f

0 για κάθε χ
[image: image128.wmf]Î

[1,4],

β) Η συνάρτηση g(x) = f 2(x)  - f(1) f(2) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (1,2).

γ) Η συνάρτηση f δεν είναι αντιστρέψιμη.
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