
ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΑ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ  

 

1. ∆ίνεται η εξίσωση  042x =−

 Πόσες λύσεις έχει η εξίσωση αυτή; 

 Σε ποια σηµεία η ευθεία 42xy −= , τέµνει τους άξονες; 

 Να κάνετε τη γραφική παράσταση της προηγούµενης ευθείας. 

 

2. ∆ίνεται η εξίσωση:  63y2x =−  

 Πόσους αγνώστους έχει η εξίσωση αυτή; 

 Το ζεύγος τιµών )2y,6 x( ==  αποτελεί λύση της εξίσωσης; 

 Το ζεύγος τιµών )1y,1 x( −==  αποτελεί λύση της εξίσωσης; 

 Μπορείτε να βρείτε ένα ζευγάρι τιµών ( x, y ) που να αποτελεί λύση της εξίσωσης; 

 Πόσες λύσεις έχει η εξίσωση αυτή; 

 Να κάνετε τη γραφική παράσταση της ευθείας (ε):   63y2x =−

 Να επιλέξετε δύο σηµεία της ευθείας αυτής και να εξετάσετε αν αυτά αποτελούν 

λύση της εξίσωσης 

 Μήπως οι συν/νες όλων των σηµείων της ευθείας αυτής αποτελούν λύση της 

εξίσωσης; 

 Υπάρχουν σηµεία εκτός της ευθείας (ε) που οι συν/νες τους να αποτελούν λύση 

της εξίσωσης; 

 

3. ∆ίνονται οι εξισώσεις: ( ε1) 3y2x =+  και ( ε2) 2y3x =−  

 Οι ευθείες αυτές είναι παράλληλες ή τέµνονται; ( γιατί; ) 

 Πόσες λύσεις έχει κάθε µια από αυτές τις εξισώσεις; 

 Να κάνετε τη γραφική παράσταση των ευθειών αυτών στο ίδιο σύστηµα 

     αξόνων 

 Που βρίσκονται οι λύσεις των εξισώσεων αυτών στο σχήµα; 

 Υπάρχουν κοινές λύσεις των εξισώσεων αυτών; Ποιες είναι οι κοινές λύσεις; 

 

4. ∆ίνονται οι εξισώσεις: ( ε1) 3y2x =+  και ( ε2) 2y2x =+  

 Να απαντήσετε στα προηγούµενα ερωτήµατα 

 

5. ∆ίνονται οι εξισώσεις: ( ε1) 3y2x =+  και ( ε2) 6y24x =+  

 Να απαντήσετε στα προηγούµενα ερωτήµατα 
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Ορισµός: Ένα σύνολο δύο εξισώσεων πρώτου βαθµού µε δύο αγνώστους λέγεται πρωτοβάθµιο ή 

γραµµικό (επειδή η γραφική τους παράσταση είναι ευθεία γραµµή) σύστηµα 2Χ2 

 

Ορισµός: Λύση του συστήµατος λέγεται το ζευγάρι τιµών ( x , y ) που επαληθεύουν και τις δύο 

εξισώσεις. 

 

Ορισµός: Επίλυση του συστήµατος λέγεται η διαδικασία ( δουλειά ) που κάνουµε για να βρούµε 

τη λύση του συστήµατος 

 

Ασκήσεις για εµπέδωση : 

Ποια από τα επόµενα συστήµατα έχουν µια µοναδική λύση; Ποια είναι αδύνατα; Ποια έχουν άπειρες 

λύσεις ( ποια είναι η µορφή των λύσεων ); 
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Να κάνετε τη γραφική παράσταση ( σε διαφορετικό σύστηµα αξόνων για κάθε σύστηµα ) 

 

ΣΧΟΛΙΟ : 

∆ίνεται το σύστηµα:  
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==  τότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.  
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ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 2Χ2 :  

10ς τρόπος : Γραφικά

Παριστάνουµε γραφικά τις δύο εξισώσεις.  

 Αν οι ευθείες τους τέµνονται, το σύστηµα έχει µια µοναδική λύση, τις συν/νες του σηµείου 

τοµής τους. 

 Αν οι ευθείες είναι παράλληλες, τότε το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 Αν οι ευθείες ταυτίζονται, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις ( οι δύο εξισώσεις είναι µία, η ίδια ) 

Παράδειγµα 10: 

Να λύσετε γραφικά το σύστηµα:  
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Λύση : 

 

3x – y  = 4 

x 0 4/3 

y - 4  0 

  

x – y  = 2 

x 0 2 

y - 2 0 

 

 

        Y                           3x – y  = 4 

 

                                                    x – y  = 2 
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        -1                                                         X 

 

 

(x,y)=(1,1) 

Παράδειγµα 20: 

Να λύσετε γραφικά το σύστηµα:  
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Λύση : 

2x – y  = 4 

x 0 2 

y - 4  0 

 4x – 2y  = 2 

x 0 1/2 

y - 1 0 
 

           Υ   4x – 2y=2 

                                   2x – y=4                           

 

                                            

                                        

 

                                                                                Χ 

Το σύστηµα είναι Α∆ΥΝΑΤΟ 
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20ς τρόπος : Μέθοδος αντικατάστασης  

Λύνουµε την µια εξίσωση ως προς ένα άγνωστο και αντικαθιστούµε στην άλλη. Έτσι προκύπτει µια 

εξίσωση ως προς ένα άγνωστο, την οποία και λύνουµε 

Παράδειγµα : 

Να λύσετε το σύστηµα: 
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Λύση : 
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30ς τρόπος : Μέθοδος των αντίθετων συντελεστών

Επιλέγουµε ένα άγνωστο και δηµιουργούµε σε αυτόν αντίθετους συντελεστές πολ/ζοντας και τις 

δύο εξισώσεις µε κατάλληλους αριθµούς 

Παράδειγµα : 

Να λύσετε το σύστηµα: 
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Λύση :  
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40ς τρόπος : Μέθοδος των οριζουσών

Ορίζουσα 2Χ2 ονοµάζουµε µια διάταξη τεσσάρων αριθµών α , β ,γ ,δ ως εξής: 
δγ
βα

.  

Μια ορίζουσα ισούται µε: γβδα
δγ
βα

⋅−⋅=  

Π.Χ   23158)5(3)4()2(
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Έστω το σύστηµα  
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Βρίσκουµε την ορίζουσα D των συντελεστών των αγνώστων  1221
22

11 βαβα
βα
βα

D ⋅−⋅==  

Βρίσκουµε την ορίζουσα Dx ( στην ορίζουσα D των συντελεστών των αγνώστων αντικαθιστούµε τη 

στήλη των συντελεστών του x µε τους σταθερούς όρους )  1221
22

11
x βγβγ

βγ
βγ

D ⋅−⋅==  

Βρίσκουµε την ορίζουσα Dy ( στην ορίζουσα D των συντελεστών των αγνώστων αντικαθιστούµε τη 

στήλη των συντελεστών του y µε τους σταθερούς όρους )  1221
22

11
x γαγα

γα
γα

D ⋅−⋅==  

 

 Αν , τότε το σύστηµα έχει µια µοναδική λύση 0D ≠
D

D
y   ,   

D
D

x
yx ==  

 Αν 0D   ή   0D   και   0D yx ≠≠= , τότε το σύστηµα είναι Α∆ΥΝΑΤΟ. 

 Αν 0DDD yx === , τότε το σύστηµα είναι ΑΟΡΙΣΤΟ ή Α∆ΥΝΑΤΟ. 
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Παράδειγµα : 

Να λύσετε το σύστηµα: 
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Λύση :  
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Άρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση: 1
D

D
y   ,   1

D
D

x
yx −====  

 

ΣΧΟΛΙΟ : 

Μέχρι τώρα ασχοληθήκαµε µε γραµµικά συστήµατα 2Χ2. Υπάρχουν και γραµµικά συστήµατα 

3Χ3 δηλαδή τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους, 4Χ4 , 5Χ5, κ.λ.π. 

 Για να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα 3Χ3, δουλεύουµε µε τη µέθοδο της αντικατάστασης, 

όπως στο παρακάτω παράδειγµα. 

 Παράδειγµα : 
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Όµοια λύνονται και τα γραµµικά συστήµατα 4Χ4 , 5Χ5 , κ.λ.π. 
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ΜΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΑ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ  

( ∆ΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑ )  

Αν µια ή περισσότερες εξισώσεις ενός συστήµατος είναι δευτεροβάθµια, τότε το σύστηµα 

λέγεται δευτεροβάθµιο σύστηµα. Εδώ θα ασχοληθούµε µε δευτεροβάθµια συστήµατα, όπου η µια 

εξίσωση είναι 1ου βαθµού και η άλλη εξίσωση 2ου βαθµού. 

Για την επίλυση ενός τέτοιου συστήµατος, δουλεύουµε µε τη µέθοδο της αντικατάστασης. 

Ποιο συγκεκριµένα, λύνουµε την πρωτοβάθµια ως προς ένα άγνωστο και αντικαθιστούµε στη 

δευτεροβάθµια. 

Παράδειγµα :  

Να λύσετε το σύστηµα:  
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Λύση : 

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

−=
⇔

⇔
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

−=
⇔

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

==

−=
⇔

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−

−=
⇔

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−

−=
⇔

⇔
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+−++−

−=
⇔

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−−

−=
⇔

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

=−

  
   1x

1y
 ή   

   0x

1y

  
   1x

12xy
 ή   

   0x

12xy

1   xή   0x

12xy

01)3x(x

12xy

03x3x

12xy

114x4xx2xx

12xy

11)(2x1)x(2xx

12xy

1yxyx

1y2x

2

2222222

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου **  Άρης  Νικολαΐδης 



 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

1) Να λύσετε τα παρακάτω συστήµατα ( µε 4 τρόπους τα πρωτοβάθµια συστήµατα) : 
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2) ∆ίνεται η συνάρτηση:  1βxα)2(βxαf(x) 2 −+⋅⋅−+⋅=

Αν είναι γνωστό ότι   και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σηµείο 

, να βρείτε τα α , β. Μετά για τις τιµές αυτές των α , β , να κάνετε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης f. 

5f(1) −=

) 5 , 1 A(−

 

3) ∆ίνεται το σύστηµα :  
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 Για ποιες τιµές του λ, το σύστηµα έχει µια µοναδική λύση; Ποια είναι η λύση αυτή; 

 Για ποιες τιµές του λ, το σύστηµα είναι αδύνατο; 

 Για ποιες τιµές του λ, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις; 

 

4) ∆ίνεται το σύστηµα: 
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=+−+

−+=+

βα1)y(β21)x(3α

22β2αβyαx
. Να βρείτε τα α , β ώστε το σύστηµα να 

έχει λύση (x=1 , y=1) 
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5) Σε ένα γραµµικό σύστηµα 2Χ2 είναι: D=2 , Dx=6 , Dy= -4. Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις 

είναι σωστές; 

Α) Το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις 

Β) Το σύστηµα αληθεύει µόνο για το ζεύγος τιµών (x,y) =(3,-2) 

Γ) Οι ευθείες που παριστούν οι δύο εξισώσεις του συστήµατος είναι παράλληλες 

∆)  Οι ευθείες που παριστούν οι δύο εξισώσεις του συστήµατος τέµνονται σε σηµείο που 

          βρίσκεται στο 30 τεταρτηµόριο 

 

6) Σε ένα γραµµικό σύστηµα 2Χ2 είναι: ( D –2 )2 +(Dx –1)2 + Dy= 0. Ποιες από τις παρακάτω 

προτάσεις είναι σωστές; 

Α) Το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις 

Β) Το σύστηµα είναι αδύνατο 

Γ) Το σύστηµα έχει µοναδική λύση (x,y)=(1/2 , 0) 

 

7) Να βρείτε τα σηµεία τοµής των γραµµών : y=x  και y=x3 . 

 

8) Ορθογωνίου παραλληλογράµµου η περίµετρος είναι 10m και το εµβαδόν του 6m2 . Να βρείτε 

τις πλευρές του παραλληλογράµµου. 

 

9) ∆ίνεται το σύστηµα :  
⎪⎭
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2λy3x

 

Α) Να αποδείξετε ότι το σύστηµα αυτό έχει µοναδική λύση (x0 , y0) 

Β) Να βρείτε τις  τιµές του λ για τις οποίες ισχύει:  0
2
0 yx =

 

10) ∆ίνεται το σύστηµα : . Για ποιες τιµές των λ , µ το σύστηµα έχει λύση 

(x,y)=(0,0) ; Έχει άλλες λύσεις το σύστηµα αυτό; 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+

−=+

1λy26x

µλy3x 22
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11) Να λύσετε τα παρακάτω συστήµατα ( συστήµατα µε τεχνάσµατα) : 

⎪
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12) ∆ίνεται το σύστηµα IRλ   ,   
λ2yλx

1λyxλ
∈

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅=⋅+

+=+⋅
. 

α) Να λυθεί το σύστηµα. 

β) Αν (x0 , y0) είναι µια λύση του παραπάνω συστήµατος, να βρείτε τις τιµές του λ για τις 

οποίες είναι: x0 +y0=1 
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