
Τριγωνοµετρία 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο : 

222 αγβ =+  ( Πυθαγόρειο Θεώρηµα) 

090=Γ+
∧∧

B  

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

( 090=
∧
A ) ισχύουν: 

 

          ,           ηµΓ=γ/α       

 
α
γσυν =Β        ,          

α
βσυν =Γ   

           ,           σφΓ=γ/β 

α
βηµ =Β

γ
βεφ =Β

 

Για την µετατροπή µοιρών ( µ0) σε ακτίνια ( α ) και αντίστροφα χρησιµοποιούµε τον 

τύπο :  
180
π

µ
=

a  

 

 

Μοίρες Ακτίνια (rad ) Τριγωνοµετρικοί αριθµοί βασικών γωνιών 

00 0 ηµ00 = συν900=0 εφ00=σφ900=0 

300 π/6 ηµ300 = συν600=
2
1  εφ300=σφ600=

3
3  

450 π/4 
ηµ450 = συν450=

2
2  

εφ450=σφ450=1 

600 π/3 ηµ600 = συν300=
2
3  

εφ600=σφ300= 3  

900 π/2 ηµ900 = συ00=1 εφ900=σφ00= δεν ορίζεται 

1200 2π/3 ηµ1800=0 εφ1800=εφ3600=0 

1500 5π/6 ηµ2700=-1 σφ2700=0 

1800 2π ηµ3600=0  

2700 3π/2 συν1800=-1  

3600 2π συν2700=0  

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
ημΓ=γ/ασφΓ=β/γ



Γενίκευση της έννοιας των τριγωνοµετρικών αριθµών

 

Αν Μ(α,β) είναι ένα σηµείο σε σύστηµα 

αξόνων Οχ , Οy και ρ η απόστασή του από 

την αρχή των αξόνων τότε: 

      ,      
ρ
ασυν =x  

      ,      σφx=α/β 

ρ
βηµ =x

α
βεφ =x

 

Ο τριγωνοµετρικός κύκλος 

Μονοτονία : 

χ 0  π/2  π  3π/2  2π

y=ηµχ            

y=συνχ     

y=εφχ     

y=σφχ     
 

Παρατηρήσεις: 

• | ηµχ |<1 δηλ. –1<ηµχ<1 

• | συνχ |<1 δηλ. –1<συνχ<1

•  

Πρόσηµο 

Τριγωνοµετ 

Αριθµών 

10 

Τετ 

20 

Τετ 

30 

Τετ 

40 

Τετ 

ηµχ + + - - 

συνχ + - - + 

εφχ + - + - 

σφχ + - + - 

Μνηµονικός 

Κανόνας 
Ο Η Ε Σ 

• Η εφαπτοµένη δεν ορίζεται 

όταν χ=κπ+π/2 , k∈Z 

• H συνεφαπτοµένη δεν 

ορίζεται όταν χ=κπ , κ∈Z 

 

 

↑ ↓ ↓ ↑

↓ ↓ ↑ ↑

↑ ↑ ↑ ↑

↓ ↓ ↓ ↓
 

 

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
σφχ=α/β



Αναγωγή στο 10 Τεταρτηµόριο : 

• Όταν στο τόξο ενός τριγωνοµετρικού αριθµού υπάρχει 2kπ µε k∈Z , τότε 

µπορούµε να το παραλείπουµε γράφοντας το απλό τόξο , χωρίς να αλλάζει ο 

τριγωνοµετρικός αριθµός και ελέγχουµε το πρόσηµο από τον τριγωνοµετρικό 

κύκλο. 

• Όταν στο τόξο ενός τριγωνοµετρικού αριθµού υπάρχει kπ/2 µε k=περιττός , τότε 

µπορούµε να το παραλείπουµε γράφοντας το απλό τόξο , αλλάζοντας τον 

τριγωνοµετρικό αριθµό και ελέγχουµε το πρόσηµο από τον τριγωνοµετρικό κύκλο. 

• Παραδείγµατα: 

ηµ(-χ)=-ηµχ συν(-χ)=συνχ εφ(-χ)=-εφχ σφ(-χ)=-σφχ 

ηµ(π+χ)=-ηµχ συν(π+χ)=-συνχ εφ(π+χ)=εφχ σφ(π+χ)=σφχ 

ηµ(2π+χ)=ηµχ συν(2π+χ)=συνχ εφ(2π+χ)=εφχ σφ(2π+χ)=σφχ 

ηµ(2π-χ)=-ηµχ συν(2π-χ)=συνχ εφ(2π-χ)=-εφχ σφ(2π-χ)=-σφχ 

ηµ(π-χ)=ηµχ συν(π-χ)=-συνχ εφ(π-χ)=-εφχ σφ(π-χ)=-σφχ 

ηµ(π/2-χ)=συνχ συν(π/2-χ)=ηµχ εφ(π/2-χ)=σφχ σφ(π/2-χ)=εφχ 

ηµ(π/2+χ)=συνχ συν(π/2+χ)=-ηµχ εφ(π/2+χ)=-σφχ σφ(π/2+χ)=-εφχ 

ηµ(-3π/2-χ)=συνχ συν(-3π/2-χ)=ηµχ εφ(-3π/2-χ)=σφχ σφ(-3π/2-χ)=εφχ 

  

Τύποι : 
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Τριγωνοµετρικοί Αριθµοί του αθροίσµατος και της διαφοράς δύο τόξων (γωνιών) 

συν(α-β)=συνα.συνβ+ηµα.ηµβ 

συν(α+β)=συνα.συνβ-ηµα.ηµβ 

ηµ(α-β)=ηµα.συνβ-ηµβ.συνα 

ηµ(α+β)=ηµα.συνβ+ηµβ.συνα 



εφβεφα
εφβεφαβαεφ
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Από µία γωνία στο µισό της ( τύποι του 2.α ) 

ηµ2α = 2.ηµα.συνα 
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4
π

2
kπα , 

2
πkπα 

   
1
22 2

∈+≠+≠

−
⋅

=
αεφ

εφααεφ
 

συν2α = συν2α-ηµ2α = 2συν2-1 =1-2ηµ2α
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αεφ
εφααηµ 21
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⋅
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µε τους αντίστοιχους περιορισµούς 

αεφ
αεφασυν 2
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µε τους αντίστοιχους περιορισµούς 

Από µία γωνία στο διπλάσιό της ( τύποι αποτετραγωνισµού ) 

2
212 ασυναηµ −
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212 ασυνασυν +
=  

ασυν
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µε τους αντίστοιχους περιορισµούς 

 

Ασκήσεις ( υπολογιστικές ) : 

1. Αν ηµχ=-2/3 και x∈(1800,2700) να υπολογίσετε την αριθµητική τιµή της 

παράστασης: 
xx
xxK

σφεφ
συνηµ

−
+

=  



2. Αν εφχ=-2 και x∈(π/2,π) να υπολογίσετε την αριθµητική τιµή της παράστασης: 

συνχηµ
σφεφ

−
+

=
x

xxK  

3. Να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς των γωνιών π/8 και π/16. 

4. Αν συνα=3/5 και α∈(3π/2 , 2π) να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς 

των γωνιών 2α και α/2. 

5. Αν εφα=1/4 και εφβ=1/3 µε α,β∈(900,1800) να υπολογίσετε τις τιµές των 

παραστάσεων: εφ(α+2β) , ηµ(α-β) 

6. Αν συν2χ=-1/3 και x∈(900,1800) να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης: 

( ) ( )

⎟
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Ασκήσεις ( αποδεικτικές ) : 

1. Να αποδείξετε ότι αν ισχύει συν(α+β)=0 τότε ηµ(α+2β)=ηµα 

2. Αν α+β+γ=π µε k∈Z δείξτε ότι: εφα+εφβ+εφγ=εφα.εφβ.εφγ . Το αντίστροφο 

πότε ισχύει; 

3. Αν 2α+2β+2γ=π µε k∈Z δείξτε ότι: εφα.εφβ+ εφβ.εφγ+ εφγ.εφβ=1 . Το 

αντίστροφο πότε ισχύει; 

4. Αν α+β+γ=π µε k∈Z δείξτε ότι: σφα.σφβ+ σφβ.σφγ+ σφγ.σφβ=1 . Το 

αντίστροφο πότε ισχύει; 

5. Αν 2α+2β+2γ=π µε k∈Z δείξτε ότι: σφα+σφβ+σφγ=σφα.σφβ.σφγ . Το 

αντίστροφο πότε ισχύει; 

6. Αν χ+y=π/4 να αποδείξετε ότι: (1+εφχ)(1+εφy)=2 

7. ∆είξτε ότι: ηµ(α+β).ηµ(α-β)=ηµ2α-ηµ2β=συν2β-συν2α 

8. ∆είξτε ότι: συν(α+β).συν(α-β)=συν2α-ηµ2β=συν2β-ηµ2α 

9. ∆είξτε ότι: 2.ηµ(α+β).συν(α-β)=ηµ2α+συν2β 

10. ∆είξτε ότι: συν4χ+4συν2χ+3=8συν4χ 

11. ∆είξτε ότι: συν4θ=8συν4θ-8συν2θ+1 

12. ∆είξτε ότι: συν4χ=1-8ηµ2χ.συν2χ 



13. Να υπολογίσετε την αριθµητική τιµή της παράστασης: 

8
7

8
5

8
3

8
2222 πηµπηµπηµπηµ +++=K   

14. Να υπολογίσετε την αριθµητική τιµή της παράστασης: 

8
7

8
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8
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8
2222 πσυνπσυνπσυνπσυν +++=K  

15. Να αποδείξετε ότι: εφθ
θηµθσυν
θηµθσυν

=
++
+−

221
221  

16. Να αποδείξετε ότι: θεφ
θσυνθσυν
θσυνθσυν 4

4243
4243

=
++
+−  

Τριγωνοµετρικές Εξισώσεις : 

1. Να λύστε τις παρακάτω εξισώσεις: 

2ηµχ+3=0 2συνχ-1=0 0123 =+⋅ xεφ  01
3

2
=+

xσφ

0122 =+⋅ xηµ  03
2

2 =+
xσυν  εφχ.ηµχ+1=ηµχ+εφχ εφ2χ-σφ2χ=0 

ηµ22χ-συν2χ=0 2συν2χ+συνχ-1=0 03)13(224 2 =+++ xx ηµηµ  σφ3χ-σφχ=0 

 

στο διάστηµα 

 

ηµ2χ+συν3χ=0  

στο διάστηµα (-π,π)
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στο διάστηµα 

(3π,4π) 

2ηµ3χ+συν2χ+2ηµχ-2=0 ( 2συνχ+1 )(εφ2χ-3)σφχ=0 συν2χ-ηµχ-1=0 

ηµ2χ-2συνχ+ηµχ-1=0 συν2χ+2συν2(χ/2)=0 2-συν22χ=4ηµ2χ

συν24χ-1=2συν22χ 
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Ασκήσεις ( στις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ) : 

1. Να βρείτε την µέγιστη , την ελάχιστη τιµή και την ελάχιστη θετική περίοδο 

των συναρτήσεων: 

f(x)=ηµ2χ f(x)=ηµ2χ-1 f(x)=ηµ(2χ+π/3)+1 f(x)=3ηµ2χ-1 

f(x)=-2ηµ2χ+1 f(x)=-ηµ(χ/2) f(x)=-συν2χ-3 f(x)=συν(2χ+π/4) 

f(x)=2συν3χ+2 f(x)=|συν(χ/2)+1| f(x)=| εφχ | f(x)=εφ2χ+1 

 

2. Να κάνετε τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων: 

• f(x)=2ηµ(χ/3)+1 

• f(x)=-συν[χ+(π/3)]-1 

• f(x)=| ηµ2χ |-1 

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
aris_k_2


	ημ2χ-2συνχ+ημχ-1=0

