
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1. ∆ίνεται η συνάρτηση x2 exf(x) ⋅= . 

Α) Να  αποδείξετε ότι η νιοστή παράγωγος της συνάρτησης f µπορεί να πάρει 

τη µορφή x
νν

2(ν) )eβxα(x(x)f ++=  όπου νν β , α  είναι συντελεστές 

εξαρτηµένοι από το ν, τους οποίους και να υπολογίσετε. 

Β) Βρείτε την τιµή του φυσικού αριθµού ν, έτσι ώστε η συνάρτηση 

(x)f(x)f
(x)f(x)f

g(x) 1)(ν1)(ν

1)(ν1)(ν

−+

−+

−
+

=  να έχει πλάγια ασύµπτωτη την ευθεία 

054y-2x :ε)( =+ . Για την τιµή αυτή του ν, να µελετήσετε ως προς τη 

µονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση g.  

Γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=α , x=β , όπου α , β οι 

θέσεις ακροτάτων της f. 

Υπόδειξη : 

Α) , οπότε:  x2 e2x)(x...(x) f ⋅+==′ 0β  και  2α 11 ==

Αν x
1ν1ν

21)(νx
νν

2(ν) )eβxα(x(x)f  και  )eβxα(x(x)f ++
+ ++=++=  , έχουµε: 

( )  e]αβ2)x(α[x...   )eβxα(x(x)f x
ννν

2x
νν

21)(ν ⋅++++==′++=+ και άρα: 

νν1νν1ν αββ   και  2αα +=+= ++  

 2ααω   2αα ν1νν1ν =−=⇒+= ++ δηλ. αριθµητική πρόοδος µε α1=2 και ω=2. Έτσι 

2να   1)ω(ναα ν1ν =⇒−+=  

1)ν(νβ  1)ν(νββ

1)-2(νββ
......

6ββ
4ββ
2ββ

ν0ν

1-νν

23

12

01

 −=⇒−+=

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

+=

+=
+=
+=

⇒
+

 

Β) ……….. 
2
1

x
g(x)

  
12ν2x

12νν2νxx
g(x)  lim

-χ

22
=⇒

−+
+−++

=⇒
∞→

 και ακόµη 

2ν  ...  
4
5

]
2
1

)([lim =⇔⇔=−
−∞→

xxg
x

 ( Όµοια και όταν +∞→x  ) 

Έτσι: )  , 
2
3

- ( ) 
2
3

- , (- D   
32x

34xx
g(x)

2
∞+∪∞=

+
++

= g  



g2

2
D  x  κάθε   για0 

3)(2x
3)3x2(x

(x) g ∈>
+

++
=′ , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  gD

Επίσης : ∞−=∞+=
+−

−→−→

  g(x)   και     g(x) limlim

2
3

x
2
3

x

 

Πίνακας µεταβολών της συνάρτησης f 

x  
∞−  

2
3

− ∞+  

g′  +  + 

g                   ∞+  ∞+  

 ∞−   ∞−  

 

Γ) 0  xή  -2x 0(x) f ≥≤⇔≥′ , οπότε α= -2 και β=0 µε  . 0exf(x) x2 ≥⋅=

Έτσι:    τ.µ10e-2ς)... παράγοντε κατάρωση...(ολοκλήdxexE 2-
0

2-

x2 === ∫

 

2. ∆ίνεται η συνάρτηση Rα   ,   
ee

e1)α(xe|1x|
f(x) νxνx

νx2νx

  x
lim ∈

+
++−

= −

−

∞+→
 

         Α) Να υπολογίσετε την τιµή της παραµέτρου α, ώστε η συνάρτηση f να είναι 

         συνεχής στο R. 

  Β) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιµη, για την τιµή αυτή του α που 

         βρήκατε στο προηγούµενο ερώτηµα. 

  Γ) Να µελετηθεί η f όταν α=1 

  ∆) Να υπολογίσετε τη συνάρτηση -1   xόταν   f(t)dtg(x)
x

1-
>= ∫  

   Υπόδειξη : 

           Α) Αν x<0 τότε –x>0 και άρα: 0e1e0 νxx →⇒<<  και ∞+→⇒> e  1e νx- x- . Άρα 

                   . Αν x=0 τότε: 21)α(xf(x) +=
2

1α
f(x)

+
= . Αν x>0 ………  |1-x|f(x) =
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    δηλ. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
=

+
<+

=
0    x,       |1-x|
0    x,        

2
1α

0   x,  1)α(x

f(x)

2

 

   Η f είναι συνεχής προφανώς στα διαστήµατα )   ,0(  και   )0,-( ∞+∞ και άρα αρκεί να είναι  

            συνεχής στο σηµείο x0 = 0 δηλ. αρκεί 1α  ......  f(0)f(x)f(x) limlim
0x0x

=⇔⇔==
+− →→

 

   Β)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<+

=
0    x,       |1-x|

0    x,        1
0   x,  1)(x

f(x)

2

   Η f είναι προφανώς παραγωγίσιµη στα διαστήµατα ),1 (   και   ) 1 , 0( , )0,-( ∞+∞  και  

           άρα εξετάζουµε την παραγωγισιµότητα στα σηµεία  ( µε πλευρικές  1   και   x0x 21 ==

            παραγώγους ), από όπου προκύπτει ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στα  1   και   x0x 21 ==

 Γ) ……………………………………………………………………………………………………………………………. 

Πίνακας µεταβολών της f 

x  ∞−  -1  0  1 ∞+

f ′  __  +  __  + 

f ′′  +  +     

f  

∞+  

0 

 1  

0

        ∞+  

  

 ∆) Αν 
3

1)α(x
3
1)(t

αdt1)α(tg(x)  0x1
3x

1

3x

1

2 +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+=⇒≤≤−

−−
∫  

 Αν 
2
1

2
x)α(1

3
α

2
t)(1

3
1)(t

α1)dtt(dt1)α(tg(x)  1x0
2x

0

20

1

3x

0

0

1

2 +
−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+−++=⇒≤≤

−−
∫∫  

 Αν   

2
1)(x

2
1

3
α

2
1)(t

2
t)(1

3
1)(t

α

1)dt(tt)dt(1dt1)α(tg(x)  1x

2x

0

21

0

30

1

3

x

1

1

0

0

1

2

−
++=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

=−+−++=⇒≥

−

−
∫∫∫
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3. ∆ίνεται η συνάρτηση g(x)αf(x) = , όπου 
1x
|x|2

g(x) 2 +
=  , µε 1α  ,  0α ≠>   

Α) Να γίνει µελέτη της συνάρτησης f 

Β) Να βρείτε την τιµή του α ώστε να ισχύει: R  x  κάθε   για2f(x)1 ∈≤≤   

Γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα: ∫
−

=
1

1
αf(x)dxlogI  

  Υπόδειξη : 
Α) Η συνάρτηση g είναι ορισµένη στο R και µάλιστα . Άρα η 

συνάρτηση f ορίζεται σε όλο το R. Η g είναι συνεχής στο R σαν πηλίκο συνεχών και εποµένως 

και η f συνεχής σαν σύνθεση συνεχών. Παρατηρούµε ότι για x=0 έχουµε g(x)=0 , οπότε 

f(x)=1 , δηλ. η γραφική παράσταση της f τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο Α(0 , 1). Ακόµη 

είναι: 

R x  κάθε  για, 0g(x) ∈≥

 1f(x)    0g(x) limlim
 x x

=⇒=
∞+→∞+→

  δηλ. η ευθεία y=1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της 

Cf . Παρατηρούµε επί πλέον ότι η f είναι άρτια και εποµένως συµµετρική ως προς τον άξονα 

y΄y.  Παραγωγίζοντας τώρα την f έχουµε: 

x)x(1
|x|)x-(1

f(x)2lnα... 
1x
|x|2

lnαα ][e(x) f  : 0x 22

2

2
g(x)g(x)lnα

⋅+
⋅

⋅⋅==
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=′=′≠  

          Αν   0x =

 

2lnα
)x(1
)x(1

αlnα2

 lnα]
)x(1
)x(1

2f(x)[D.L.H )
0
0

(
x

1  α
x

f(0)f(x)

22

2

0x

22

2

0x

1x
2x

 

0x0x

lim

limlimlim

12x

2x-
 lim

0x
 

2

−=
+
−

⋅⋅⋅−=

=
+
−

−==
−

=
−

−

+−→

−−−

→

→

+
−

→→
 

 Όµοια προκύπτει 2lnα
x

f(0)f(x)
lim

0x
=

−
+→

 και άρα η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x=0 

 Μελέτη του προσήµου της f΄: 

Αν  0 lnα    1α0 <⇒<< και άρα 

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−

≥
⇔
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−

>≤
⇔≤

⋅
⇔≥

⋅+
⋅

⋅⋅=′=′
0x1

1x

0  x,  01x

0  x,  0x-1
  0

x
|x|)x-(1

 0
x)x(1
|x|)x-(1

f(x)2lnα ][e(x) f
2

2
2

22

2
g(x)lnα
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Αν 0 lnα    1α >⇒> και 

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤

≤<
⇔
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≥−

>≥
⇔≥

⋅
⇔≥

⋅+
⋅

⋅⋅=′=′
-1x

1x0

0  x,  01x

0  x,  0x-1
  0

x
|x|)x-(1

 0
x)x(1
|x|)x-(1

f(x)2lnα ][e(x) f
2

2
2

22

2
g(x)lnα

 

1. Πίνακας µεταβολών όταν 0 <α<1: 

x  ∞−  -1  0  1 ∞+

f ′  __  +  __  + 

f  

1 

α 

 1  

α

            1 

 

2. Πίνακας µεταβολών όταν α>1: 

x  ∞−  -1  0  1 ∞+

f ′  +  __  +  __ 

f  

1 

α 

 1  

α

            1 

 

Β) Είναι 1
1
||2

0 2 ≤
+

≤
x

x
 και άρα:  

 Αν 0<α<1 η εκθετική συνάρτηση είναι φθίνουσα οπότε  1f(x)α    ααα 1g(x)0 ≤≤⇔≥≥

 Αν α>1 η εκθετική συνάρτηση είναι αύξουσα οπότε  αf(x)1    ααα 1g(x)0 ≤≤⇔≤≤

Για να έχουµε R x  κάθε   για2f(x)1 ∈≤≤  , πρέπει    2α1 ≤≤  

Γ) 2ln2...)γιατί;(dx
1x

2x
2dx

1x
|x|2

2g(x)dxdxαlogf(x)dxlogI
1

1
2

1

1
2

1

1

1

1

g(x)
α

1

1
α ==

+
⋅=

+
⋅==== ∫∫∫∫∫

−−−−−
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4. ∆ίνεται η συνάρτηση 
3|2x|

1
54xxf(x) 2

−+
−−+=  . 

Α) Να µελετηθεί ως προς την συνέχεια και να βρεθεί το σύνολο τιµών της. 

Β) Να βρείτε το πλήθος των πραγµατικών ριζών της εξίσωσης f(x)=0. 

  Υπόδειξη : 

Α) Για το πεδίο ορισµού Df: Πρέπει  Άρα ) , (15)- , (D ...  
3|2x|

054xx
f

2
∞+∪−∞=⇔⇔

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠+
≥−+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
−

−−+

<
+

+−+
=

1   x,  
1

1
54x

-5   x,   
5

1
54x

f(x)
2

2

x
x

x
x

 . Προφανώς η f είναι συνεχής  και παραγωγίσιµη στο Df 

µε 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
−

+
−+

+

<
+

−
−+

+

=′
1   x,  

1)(x
1

  
54xx

2x

-5   x,   
5)(x

1
  

54xx

2x

(x) f

22

22
 και έτσι:  

 Αν x<-5 η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα  

 Αν x>1 η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα  

∞+==∞+==
∞+→∞→

   ...  f(x)   και      ...  f(x) limlim
  x - x

 

∞+==∞−==
+→→

   ...  f(x)   και      ...  f(x) limlim
1 x5 - x -  

Έτσι έχουµε τον ακόλουθο πίνακα µεταβολών 

x  ∞−  
-

5 

 
1 ∞+

f ′  __    + 

f  

∞+   

 

                        ∞−   

 

 

        ∞+  

∞−  

 

Β) Αφού η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 5)- , - ( ∞  µε τιµές στο 

) , - ( ∞+∞  η εξίσωση f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα στο διάστηµα 5)- , -( ∞ . Για τον ίδιο λόγο η 

εξίσωση f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα στο διάστηµα ),1( ∞+ . Άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει δύο 

µόνο ρίζες στο R. 

 

 



5. ∆ίνεται η συνάρτηση R R :f →  που ικανοποιεί τις εξής προϋποθέσεις: 

 Ry, x   κάθε   γιαf(y)f(x)y)f(x ∈⋅=+  

 
+∈> R  x κάθε   για1f(x)  

 η f είναι παραγωγίσιµη στο R 

Να αποδείξετε ότι : 

Α) R  x κάθε   για0f(x) ∈≠  

Β) 1f(0) =  

Γ) R x  κάθε   για0f(x)   και   
f(x)
1

x)f( ∈>=−  

∆) Nν   ,   R   x,   (x)ff(νx) ν ∈∈=  

Ε) Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R και R x,  f(x)k(x)f ∈⋅=′  και k 

σταθερός πραγµατικός αριθµός 

ΣΤ) Η f στρέφει τα κοίλα άνω στο R. 

Υπόδειξη : 

Α) Έστω ότι υπάρχει x0 στο R ώστε: f(x0)=0. Τότε για κάθε +∈Rx  έχουµε: 

 00)xf(x)f(x)xf(x)xx-f(xf(x) 00000 =⋅−=⋅−=+= , άτοπο λόγω της υπόθεσης. Άρα: 

 R  x  κάθε   για0f(x) ∈≠

Β) Για y=0 και  έχουµε: Rx∈ 1f(0) f(0)f(x)f(x)
0f(x)

=⋅= ⇔
≠

 

Γ) Για y=-x και  έχουµε: Rx∈
f(x)
1

f(-x)  f(-x)f(x)1 f(-x)f(x)f(0) =⇔⋅=⇔⋅=  

Αφού f(0)=1>0 , αν 
f(x)
1

f(-x)  0x =⇒≠  και αν  …….. 0x)f( 0x-  0x
1f(x)

>−⇒<⇒>
>

∆) Με επαγωγή 

Ε) Έστω . Θα δείξουµε ότι  2121 x  xµε  R x, x <∈ )f(x)f(x 21 <

 Έχουµε : 

1 
)xf(x

1
 0    :άρα   και  1)xf(xδιότι   

)f(x
)xf(x

1
)f(x)xxf()f(x)]x(xf[x)xxf(x)f(x

12
12

2
12

21221222211

<
−

<>−

<
−

⋅=+−⋅=−−=+−=
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 Η f είναι παραγωγίσιµη στο R και άρα συνεχής σε οποιοδήποτε σηµείο δηλ. 

. Άρα  . Ακόµη : 

Rx0 ∈

)f(xf(x) 0
xx

lim
0

=
→

*
0 R)f(x ∈

h
1f(h)

)f(x
h

)f(xf(h))f(x
h

)f(xh)f(x
)(x f limlimlim

0h
0

00

0h

00

0h
0

−
⋅=

−⋅
=

−+
=′

→→→
 . Επειδή όµως 

Rk
h

1f(h)
 R)(x f lim

0h
0 ∈=

−
⇒∈′

→
. Άρα  Εποµένως R  x,  )f(xk)(x f 00 ∈⋅=′

R  x,  f(x)k(x) f ∈⋅=′  µε , διότι αν  τότε  δηλ. η f σταθερή που είναι 

άτοπο. 

0k ≠ 0k = 0(x)f =′

ΣΤ) . Άρα η f στρέφει 

τα κοίλα άνω στο R. 

0f(x)   και   0kδιότι     0f(x)k (x) fk  ][kf(x) ](x) f[(x) f 22 >>>=′=′=′′=′′

 

6. ∆ίνεται ο µιγαδικός Ry x,µε yixz ∈+= , τέτοιος ώστε:  

     
_

22
2__

zz4)]|z(|
2
i

)izz(
4
1

[z)z( −=+++⋅+   

   Α)  Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο ( C1 ) των εικόνων του z στο µιγαδικό 

                      επίπεδο. 

   Β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης που 

                    εκφράζει τον παραπάνω γ.τ τέµνει σε ένα µόνο σηµείο τον άξονα x΄x. 

   Γ) Αν 2i)zi(z)z(z
2
3

w
_

2
_

+−++= , να βρείτε το γεωµετρικό τόπο ( C2 ) 

                    των εικόνων του z στο µιγαδικό επίπεδο αν Iw ∈ . 

   ∆) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις  

                    γραφικές παραστάσεις ( C1 ) και ( C2 ) των παραπάνω γεωµετρικών 

                    τόπων. 

  Υπόδειξη : 

  Α) Έχουµε: 

2xxy    2yi8)i2x(4x
4
1

   zz8]z)z[(z)zi(
4
1

  

  zz8)]z(2z)zz[(z)zi(
4
1

   zz8)]z(2z
4
1

)zz(
4
1

[z)zi( 

  zz4)]|z(|
2
1

)zz(
4
1

[z)zi(  zz4)]|z(|
2
i

)izz(
4
1

[z)z(

32
_

2
__

__
2

2____
2

2__

_
22

2___
22

2__

+=⇔=+⇔−=++⋅+⇔

⇔−=+++⋅+⇔−=+++⋅+⇔

⇔−=+++⋅+⇔−=+++⋅+

 



  Άρα ο ζητούµενος γ.τ είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης  2xxf(x) 3 +=

  Β)  Προφανώς f(0)=0  και είναι γνησίως αύξουσα. 

  Γ) Έχουµε: 2i2y6x w ...  2i)zi(z)z(z
2
3

w 2
_

2
_

+−=⇔⇔+−++=  και για να είναι  

πρέπει …. . Άρα ο ζητούµενος γ.τ είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης . 

Iw ∈

23xy = 23xg(x) =

   ∆) 2 xή 1x0   ... g(x)f(x) ≥≤≤⇔⇔≥ . Τα σηµεία τοµής των δύο γ.τ είναι τα: Ο(0,0) , 

     Α(1,3) και Β(2,12). Οι συναρτήσεις εξάλλου f , g είναι συνεχείς άρα και η διαφορά τους και 

     εποµένως ολοκληρώσιµη. Έτσι το ζητούµενο εµβαδόν είναι: 

     
2
1

...2x)dx3xx(2x)dx3x(xf(x))dx(g(x)g(x))dx-(f(x)E
2

1

23
1

0

23
2

1

1

0
==−+−++−=−+= ∫∫∫∫  

 

7. Έστω η συνάρτηση R λ ,k    ,   
x4

|4x|xk
4

44-xλ
f(x) ∈

−
−⋅

+
⋅

=  . Να υπολογίσετε τις 

τιµές των παραµέτρων k , λ ώστε: 9λ)dx(k  και  0(69) f
85

45
=+=′ ∫   

Υπόδειξη : 

Προφανώς ff D x  κάθε   για4x|4-x|  άρα  και  )  , [44D ∈−=∞+= . Έτσι 

k
44-x8

λ
(x) f x k

4
44-xλ

f(x) −
⋅

=′⇒⋅−
⋅

= .  Άρα: 36040k-λ ... 0(69)f =⇔⇔=′  . Εξάλλου 

είναι:  και τελικά  940λ40k ...  9λ)dx(k 
85

45
=+⇔⇔=+∫ 40

351
-k   και   9λ ==  

 

8. ∆ίνεται η συνάρτηση βα0  όπου ,lnx  xf(x) µε Rβ] , [α :f <<⋅=→ . 

Α) Να αποδείξετε ότι: β
α
β

e
1

α
α-β

1

α

β
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅<   

Β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα: ∫ ⊂
2

1
β] , [α2] , [1   όπου   ,f(x)dx     

 Υπόδειξη : 

 Α) Προφανώς η f είναι συνεχής στο [α , β] και παραγωγίσιµη στο (α , β) µε 1lnx(x)f +=′  

και άρα από το Θ.Μ.Τ υπάρχει . Όµως  . α)-(β(ξ)ff(α)-f(β): β) , (αξ ⋅′=∈ αβ lnαf(α)  και  lnβf(β) ==

ΑΡΗΣ
aris



Εποµένως : 

αβ
1

α

βαβ
1

α

βαβ
1

α

β

α

β

α

β
αβ

α
β

e
1

ξξe
α
β

ξ)ln(e
α
β

ln  α)-(βlnξ)(1
α-β

1
α
β

ln
α-β

1
 

 α)-(βlnξ)(1
α
β

ln  α)-(βlnξ)(1lnαlnβ  α)-(β(ξ) f  f(α)-f(β)

−−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⇔⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔⋅+⋅=⋅⇔

⇔⋅+=⇔⋅+=−⇔⋅′=

 

Όµως   β) , (αξ ⇒∈   β
α
β

e
1

α
α-β

1

α

β
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅<  

 Β) 
4
3

2ln2...lnxdx
2

x
lnxdxxf(x)dx

2

1

22

1

2

1
−==⋅

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅= ∫∫ ∫  

 

9. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫
+

+−

1α

α
2 dx

65xx
1-3x

 , όπου α είναι το 

x
1ηµx1

lim
0x

−+

→
  

 

10. Να αποδείξετε ότι για κάθε 0x ≥  ισχύουν οι ανισότητες:  

Α) 
6
1

xx 32 <−   Β) 
2
x

1x1 +≤+  

 

11. Να αποδείξετε την ανισότητα: 2ππe eπe >⋅  

Υπόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι: 

. Θεωρούµε τη 

συνάρτηση 

lnπ)-ln(eππ-e  ...  2πlnelnππlnee  lne)πln(e 2ππe ⋅>⇔⇔>⋅+⋅⇔>⋅

0  x,lnx  f(x) >=  που είναι συνεχής και παραγωγίσιµη µε 0  x,  
x
1

(x) f >=′  και άρα 

σύµφωνα µε το θεώρηµα µέσης τιµής υπάρχει π)(e
ξ
1

lnπ-lne  :  π), (eξ −⋅=∈ .  

Όµως π)(e
π
1

π)(e
ξ
1

π
1

ξ
1

0π-e
−⋅>−⋅⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

>

<
 , οπότε π)(e

π
1

lnπ-lne −⋅<  δηλ. πelnπ)-(lneπ −<⋅   
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12. Έστω η συνάρτηση R R : f →  ώστε να ισχύει: 

Ry x, κάθε  για1y)-συν(x|f(y)-f(x)| ∈≤+ . Να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή. 

Υπόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη και R  x  κάθε για0(x)f ∈=′ . Έστω 

. Τότε Rx0 ∈ R  x  κάθε  για)x-συν(x1|)f(x-f(x)|   1)x-συν(x|)f(x-f(x)| 0000 ∈−≤⇔≤+ , οπότε 

αν  έχουµε: 0xx ≠ 0  ......
xx

2
x-x

ηµ2

xx
)x-συν(x1

xx
)f(x-f(x)

0

02

0

0

0

0 →
−

⋅
=

−
−

≤
−

. Άρα η f είναι 

παραγωγίσιµη στο τυχαίο σηµείο x0 και  R  x  κάθε  για0)(x f 00 ∈=′

 

13. Έστω R  R : f →  µία συνάρτηση για την οποία υπάρχει η δεύτερη παράγωγος και 

επί πλέον ισχύουν: α)   0ff =′′+   και β)  0(0)ff(0) =′= . 

∆είξτε ότι η f είναι η µηδενική συνάρτηση. 

Υπόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση  και έχουµε: [ ] [ ] R  x,   (x) f  f(x) h(x) 22 ∈′+=

[ ] )     υπόθεσηςλόγω  (    0 (x) ff(x) (x) f2...(x) h =′′+⋅′⋅==′ . Άρα υπάρχει 

R  x κάθε  γιαch(x)  : Rc ∈=∈ . Όµως  , άρα . 

Εποµένως [ ]  

[ ] [ ] 000 (0) f  f(0) h(0) 22 =+=′+= 0c =

[ ] [ ] [ ] 0f(x)  0 (x) f  f(x)   0  (x) f  f(x) 2222 =⇒=′=⇔=′+

 

14. Έστω R  R : f →  µια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιµη µε την ιδιότητα η f΄να 

είναι κυρτή. Να αποδείξετε ότι αν η συνάρτηση f δεν έχει σηµεία καµπής, τότε η 

f΄ είναι «1-1» 

Υπόδειξη : Έστω ότι η f΄ δεν είναι συνάρτηση «1-1». Τότε θα υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί 

x1 , x2 µε x1< x2 ώστε f΄(x1)= f΄(x2). Αφού η f΄ είναι κυρτή η f΄΄ θα είναι γνησίως αύξουσα 

και από το θεώρηµα Rolle για την f΄ στο διάστηµα [x1 , x2] προκύπτει ότι υπάρχει ξ του 

διαστήµατος (x1 , x2) ώστε f΄΄(ξ)=0. Επειδή η f΄΄ είναι γνησίως αύξουσα αλλάζει πρόσηµο 

εκατέροθεν του ξ, οπότε το ξ είναι σηµείο καµπής της f, που είναι άτοπο. Άρα η f είναι «1-1». 

 

15. Να βρείτε για ποιες τιµές του α η εξίσωση: α2x82-x =−+  έχει µια 

τουλάχιστον ρίζα. 

Υπόδειξη : Προφανώς η εξίσωση έχει έννοια µόνο αν 4x2 ≤≤ . Θεωρούµε τη συνάρτηση 

4] , [2  διάστηµα  στο  2x82-xf(x) −+=  που είναι συνεχής, και παραγωγίσιµη στο (2 , 4) 

µε 
2x82x2

2x22x-8
...(x) f

−⋅−
−−

==′ . Έχουµε 



3
8

 x 8-4x2x-8 2x22x-8  0 2x22x-8 0(x) f ≤⇔≥⇔−≥⇔≥−−⇔≥′  και λόγω του 

πεδίου ορισµού 4x
3
8

 0(x) f <≤⇔≥′  

Έτσι έχουµε τον πίνακα: 

x  2  8/3  4 

f ′   + 0 __  

f  τ.µ  τ.ε  τ.µ 

 

Άρα στο σηµείο 
3
8

0 =x  έχουµε ολικό ελάχιστο 
3
2

3)
3
8

f( =  Επίσης για  έχουµε τοπικό 

µέγιστο  και για  έχουµε τοπικό µέγιστο 

21 =x

2)f(2 = 4x2 = 2)f(4 =  Το σύνολο τιµών 

εποµένως της f είναι ( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
= 2  ,  

3
2

3 [2,4] f . Η εξίσωση λοιπόν έχει λύση µόνο αν 

( ) 2  α  
3
2

3    4] , [2 fα ≤≤⇔∈  

 

16. Θεώρηµα Darboux : 

Έστω R β] , [α : f →  µια συνάρτηση παραγωγίσιµη. 

I. Αν η f παίρνει την ελάχιστη τιµή στο σηµείο α, να αποδείξετε ότι 0(α)f ≥′  , 

ενώ αν παίρνει την την ελάχιστη τιµή στο β, να αποδείξετε ότι 0(β)f ≤′  . 

II. Αν ισχύει (β) f0(α)f ′<<′  , να αποδείξετε ότι υπάρχει 0(ξ)f :β) , (αξ =′∈   

III. Αν ισχύει (β) fκ(α)f ′<<′  , να αποδείξετε ότι υπάρχει c)(x f  : β) , (αx 00 =′∈   

Υπόδειξη :  

I. Αν η f παίρνει την ελάχιστη τιµή στο α, τότε ισχύει β],[α  x  κάθε  γιαf(x)f(α) ∈≤  οπότε 

0
α-x
f(α)-f(x)

  β) , (α x  κάθε  για0
α-x
f(α)-f(x)

lim
αx

≥⇒∈≥
→

 και άρα . Όµοια αν η f 

παίρνει την ελάχιστη τιµή στο β. 

0(α) f ≥′

II. Η συνάρτηση f ως συνεχής στο [α , β] παρουσιάζει ελάχιστο σε κάποιο σηµείο β],[αξ∈ . 

Αφού  σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα το  και από το 

θεώρηµα Fermat  

(β) f0(α) f ′<<′ β), (αξ ∈

0(ξ) f =′
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III. Θεωρούµε τη συνάρτηση  που είναι παραγωγίσιµη µε 

 , οπότε 

β],[α x,κx  -f(x)g(x) ∈=

κ-(x) f(x) g ′=′ 0κ-(α)f(α) g <′=′  και 0κ-(β)f(β)g >′=′ . Άρα από το 

προηγούµενο ερώτηµα προκύπτει ότι υπάρχει c)(x f   0)(x g  : β) , (αx 000 =′⇔=′∈  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Από το θεώρηµα Daboux προκύπτει ότι αν µια συνάρτηση f είναι 

ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο ∆, τότε για την f΄ισχύει το 

θεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής. 

 

17. Έστω R  R : f →  µια συνάρτηση παραγωγίσιµη  και η οποία στρέφει τα κοίλα 

άνω. Να αποδείξετε ότι: 

1λ0  µε   R x,   x  κάθε  για,  )λ)f(x(1)λf(x]λ)x(1f[λx 212121 <<∈−+<−+  . 

Υπόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι: 

0)]f(x)λ)x(1[f(λxλ})f(x-]λ)x(1f[λx{λ)-(1 
  0 )λ)f(x(1)λf(x]λ)x(1f[λxλ)λ-(1

121221

2121
<−−+⋅+−+⋅⇔

⇔<−−−−+⋅+
 

Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ για την f στα διαστήµατα 

] x, λ)x(1[λx   και  ]λ)x(1λx , [x 221211 −+−+  από όπου προκύπτει ότι υπάρχουν 

) x, λ)x(1(λxξ   και  )λ)x(1λx , (xξ 22122111 −+∈−+∈  ώστε: 

]xλ)x(1[λx)(ξ f )f(x - ]λ)x(1[λx f
    και ]xλ)x(1[λx)(ξ f )f(x - ]λ)x(1[λx f

2212221

1211121
−−+⋅′=−+
−−+⋅′=−+  

Άρα: 
)]xλ)(x(1λ)(ξ f )]f(x - ]λ)x(1[λx f[λ)-(1

    και )]xλ)(x(1λ)(ξ f )]f(x - ]λ)x(1[λx f[λ

212221

121121
−−⋅⋅′=−+⋅

−−⋅⋅′=−+⋅  

Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε …………………… και επειδή η f΄ είναι γνησίως αύξουσα …… 

 

18. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆=[0 , 2] µε f(1)=f(2) και 

οι εφαπτόµενες της γραφικής της παράστασης στα σηµεία x1=1 και x2=2 είναι 

παράλληλες, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∈

∈
=

2] , (1    x,    1)-f(2x

1] , [0   x,       f(2x)
g(x)  είναι 

παραγωγίσιµη στο ∆. 

Υπόδειξη : 

Στα διαστήµατα [0 , 1) και (1 , 2] η g είναι παραγωγίσιµη σαν σύνθεση παραγωγίσιµων 

συναρτήσεων. Για την παραγωγισιµότητα στο x0=1 έχουµε: 
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(2) f2...
1

2
t

f(2)f(t)
    

1x
f(2)f(2x)

1x
g(1)g(x)

limlimlim
2t

t2x

1x1x
′==

−

−
−
−

=
−
−

→

=

→→
=

−−
 

(1) f2...
1

2
1t

f(2)f(t)
    

1x
f(2)1)-f(2x

1x
g(1)g(x)

limlimlim
1t

t1-2x

1x1x
′==

−
+
−

−
−

=
−
−

→

=

→→
=

++
 

Από υπόθεση έχουµε  και άρα η g είναι παραγωγίσιµη στο x(2) f(1)f ′=′ 0=1, εποµένως και στο ∆. 

 

19. Έστω η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη µε f΄΄ συνεχή στο 

διάστηµα ∆ και  22f(0)(0) f ==′ . Αν επί πλέον ισχύει 

(x) f
h

h)-f(x2f(x)-h)f(x
20h

lim ′=
++

→
 , να βρείτε τον τύπο της f και το πλήθος των 

εφαπτοµένων της γραφικής της παράστασης που διέρχονται από την αρχή των 

αξόνων. 

Υπόδειξη : Εφαρµόζοντας το θεώρηµα De L’ Hospital έχουµε: 

∆  x  κάθε  για,  (x) f(x) f
2

h)-(x fh)(x f
2h

1)-(0h)-(x f0-1)(0h)(x f
(x) f limlim

0h0h
∈′′=′⇔

⇔
′′++′′

=
⋅′++⋅+′

=′
→→  

Άρα . Αφού kcef(x)  ce(x) f xx +=⇒=′ -1k  1f(0) αφού και  2c0(2)f =⇒==⇒=′ . Εποµένως 

. 12ef(x) x −=

Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο τυχαίο σηµείο Α(x0 , f(x0)) είναι:  

και για x=y=0 προκύπτει:  

)x(x2e1)(2e-y 0
xx 00 −=−

012ee2x 00 xx
0 =+−

Έτσι αρκεί να βρούµε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης :  012ee2x 00 xx
0 =+−

Θεωρούµε τη συνάρτηση:  µε   . Είναι 012e2xeg(x) xx =+−= x2xeg(x) =

01g(x)   και  g(x) limlim
  xx

>=+∞=
∞−→+∞→

 …………………………………. 

 

20. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε 0f(x)  και  1f(2)  ,  ∆ x  κάθε  για0(x) f lim
 - x

==∈>′
∞→

 

Ι) ∆είξτε ότι:  R x  κάθε  για0f(x)ef(x) ∈>+

ΙΙ) Αν R  x,  
f(x)e

f(x)
g(x) f(x) ∈

+
=  να µελετηθεί η g ως προς τη µονοτονία και τα 

ακρότατα. 
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Υπόδειξη : 

Ι) Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο R και 0f(x)lim
 - x

=
∞→

  θα είναι f(x)>0 για κάθε  ,   Rx∈

     οπότε:  R x  κάθε  για0f(x)ef(x) ∈>+

ΙΙ) Η g είναι παραγωγίσιµη στο R µε R  x,  
) f(x)e (

f(x))(1e(x) f
(x) g 2f(x)

f(x)
∈

+

−⋅′
=′ . Έτσι: 

2 x ...  0(x) g <⇔⇔>′  …………. 

 

21. ∆ίνεται η συνάρτηση 
lnx

1)-ln(x
f(x) = . 

Ι) Να βρείτε τις ασύµπτωτες της Cf . 

ΙΙ) Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία 

ΙΙΙ) Να αποδείξετε ότι: βα1   κάθε   για1)-(β  1)-(α lnαlnβ <<<   

Υπόδειξη : 

Ι) −∞=+∞⋅−∞=
−

=
→→

)()(
lnx

1)ln(x
f(x) limlim

1x1x
, άρα η ευθεία x=1 είναι κατακόρυφη 

        ασύµπτωτη της Cf . 

 1...

x
1

1x
1

)lnx  (
) 1)ln(x (

f(x) limlimlim
 x x  x

==−=
′
′−

=
∞+→∞+→∞+→

 , άρα η ευθεία y=1 είναι οριζόντια 

         ασύµπτωτη της Cf . 

ΙΙ) Για κάθε x>1 έχουµε: 0
x1)ln-x(x

lnx1)]-ln(x-[lnx1)-(x
...(x) f 2 >

+⋅
==′  διότι: 

       0lnx , 1 και x1)-ln(xlnx1x  xγια >>>⇔−>  . Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

       )  , (1∆ ∞+=  

ΙΙΙ) 
lnαlnβlnαlnβ 1)-ln(β1)-ln(α1)-ln(β1)-ln(α 

 1)ln(βlnα 1)-ln(αlnβ  
lnβ

1)ln(β
lnα

1)-ln(α
  f(β)f(α)  βα

<⇒<⇒

⇒−⋅<⋅⇒
−

<⇒<⇒<
 

22. ∆ίνεται η συνάρτηση R   x,x   eef(x) x ∈⋅−= , και δύο κάθετες ευθείες (ε1) , (ε2) 

που διέρχονται από την αρχή των αξόνων έτσι ώστε η (ε1) να εφάπτεται της Cf. 

Αν Ε(α) είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραµµές Cf , (ε1) , 

(ε2) και την µεταβλητή ευθεία x=α , α>0 να βρείτε πότε ο ρυθµός µεταβολής 

του Ε(α) γίνεται ο µικρότερος δυνατός. 
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Υπόδειξη :  

ee(x) f x  eef(x) xx −=′⇒⋅−=  

Αν (x0 , f(x0)) είναι το σηµείο επαφής της (ε1) µε την Cf τότε η εξίσωση της εφαπτοµένης θα 

είναι: )x(x)(x f)f(x-y 000 −⋅′=  και αφού περνά από το (0 , 0) θα επαληθεύεται από τις 

συν/νες του και εποµένως ….. x0=1. Άρα η (ε1) θα είναι y=0 δηλ. ο άξονας x΄x και η (ε2) ο 

άξονας y΄y. 

1 x ...  0ee(x) f x >⇔⇔>−=′  δηλ. στο σηµείο (1 , 0) παρουσιάζει ελάχιστο και εποµένως 

. R  x  κάθε  για0f(x) ∈≥

 αee(α) Ε   ex)dx-(ef(x)dx|Ε(α) α
α

0

x
α

0
⋅−=′⇒== ∫∫  

1α  0e(α) E α ≥⇔≥−=′′ e . Άρα όταν α=1 ελαχιστοποιείται ο ρυθµός . (α) Ε′

 

23. ∆ίνεται η συνάρτηση lnx5f(x) ⋅=   και η ευθεία (ε): ln5xy ⋅= . 

Ι) Να αποδείξετε ότι έχουν δύο κοινά σηµεία µε τετµηµένες 

      5  και  x5αx 21 =<= . 

ΙΙ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ευθεία x=x0 , η οποία διαιρεί το εµβαδόν του 

      χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της f και την (ε) σε λόγο 

      2006. 

Υπόδειξη : 

Ι) Για να βρούµε τα κοινά σηµεία λύνουµε την εξίσωση: 
5
5ln

x
lnx

 xln55lnx y f(x) =⇔=⇔= . 

Η εξίσωση αυτή έχει την προφανή ρίζα x=5. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση: e x 0 
x
lnx-1

...(x) h      5  x,  
5

ln5
-

ln5
lnx

h(x) 2 ≤⇔≥==′⇒>=  

Στο διάστηµα  ) , [e ∞+ η h είναι γνησίως αύξουσα και άρα έχουµε µοναδική ρίζα x2=5. 

Στο διάστηµα εφαρµόζουµε το θεώρηµα Bolzano και … έχουµε µοναδική ρίζα x e] , [1 1=α<5 

ΙΙ) Αν x=t µε 5] , [αt∈  , θεωρούµε τη συνάρτηση 

 και από το θεώρηµα Bolzano 

για την F  - αφού είναι συνεχής και  - έχουµε ότι 

υπάρχει 

∫∫ ⋅−⋅=Ε−Ε=
5

t

t

α
21 x)dxln5-(5lnx2006x)dxln5-(5lnx2006F(x)

0]xln5)dx-(5lnx [-2006F(α)F(5) 2
5

α
<⋅= ∫

2100 E2006E  0)h(x  : 5) , (αx ⋅=⇔=∈  
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24. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση ∫ +=→
x

0

f(t)t dtef(x)   µε    R  R : f . 

Ι) Να βρείτε τον τύπο της f. 

ΙΙ) Να βρεθεί ο 1) , (0α∈  , ώστε η συνάρτηση xαg(x) =  να εφάπτεται στην f. 

Υπόδειξη :  

Ι) Η f είναι παραγωγίσιµη µε 

cee   )(e  ] e [  ee(x) f  e
e

(x) f
  -e(x) f xf(x)-xf(x)-xf(x)-x

f(x)
f(x)x +=⇔′=′⇔=⋅′−⇔−=

′
⇔=′ +  

και για x=0 έχουµε …… c=0.  Άρα :   -xf(x) =

ΙΙ) Οι Cf , Cg εφάπτονται αν ισχύει:  eα  ...  
-1lnαα

και
xα

 
)(x g)(x f

και
)g(x)f(x

e
1

-

x

0
x

00

00

0

0

=⇒⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=
⇔
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′=′

=
 

 

25. Έστω η συνάρτηση Ry  ,  x   κάθε  γιαf(y)f(x)y)f(x  µε   R R : f ∈⋅=+→ . 

Ι) Αν Rα
x

1f(x)
lim

0x
∈=

−

→
 , να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο R. 

ΙΙ)  Αν επιπλέον η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο x0 = 0  σχηµατίζει µε τον  

       άξονα x΄x γωνία 
4
π

 , να βρείτε τον τύπο της f. 

Υπόδειξη :  

Ι) Για το τυχαίο σηµείο , έχουµε: Rx0 ∈

R)f(xα
h

] 1f(h) [)f(x
h

)f(xf(h))f(x
h

)f(xh)f(x
0

0

0h

00

0h

00

0h
limlimlim ∈⋅=

−⋅
=

−⋅
=

−+

→→→
. Άρα η f 

είναι παραγωγίσιµη µε R x κάθε  γιαf(x)α(x) f ∈⋅=′  

ΙΙ) Προφανώς 1f(0)α  1(0)f =⋅⇔=′  

Όµως : 00αx
x

] 1-f(x) [
 ] 1-f(x) [ limlim

0x0x
=⋅=⎟⎠

⎞⎜
⎝
⎛

⋅=
→→

. Εποµένως 1α1f(0)  01-f(0) =⇔=⇔= . 

Για κάθε Rx ∈  έχουµε : 

 
x

x-x-x-x-

ecf(x)

cef(x)  0 ) ef(x)  ( 0f(x)e (x) fe   0f(x)(x) f  f(x)(x) f

⋅=⇔

⇔=⋅⇔=′⋅⇔=⋅−′⋅⇔=−′⇔=′

Από f(0)=1 προκύπτει c=1. 
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26. Αν ισχύει:  Ry ,  x   κάθε   γιαg(t)dty)-(xg(y)-f(x)
β

α

2 ∈⋅= ∫  , όπου η g είναι 

συνεχής συνάρτηση στο R, να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο R και 

να βρεθεί ο τύπος της. 

Υπόδειξη : 

Για x=y προκύπτει:  R x   κάθε για,  g(x)f(x) ∈=

Για y=x0 έχουµε: και άρα:  g(t)dt)x-(x)f(x-f(x)
β

α

2
00 ∫⋅=

R  x  κάθε  για0(x) f  άρα  ,  0  ] g(t)dt)x-(x [
xx

)f(xf(x)
)(x f

β

α

2
0

xx0

0

xx
0 limlim

00

∈=′=⋅=
−
−

=′ ∫
→→

.  

Άρα:   R  x,  cf(x) ∈=

Η αρχική υπόθεση για    γίνεται: 

  

yx ≠

oc0α)-(βc

0dxc0f(x)dx0f(x)dxy)-(x  f(x)dxy)-(xf(y)-f(x)

βα

β

α

β

α

β

α

2
β

α

2

=⇔=⋅⇔

⇔=⋅⇔=⇔=⋅⇔⋅=

≠

∫∫∫∫

Άρα  R  x   κάθε  για,  0f(x) ∈=

 

27. Έστω  f , g συναρτήσεις δύο φορές παραγωγίσιµες στο R µε 

1g(1)f(1)    και   g(0)f(0) +== . Αν επί πλέον υποθέσουµε ότι: 

Ry, x  κάθε  για(y)g(y) fy)(x gy)(x f ∈′−′=+′−+′ , να αποδείξετε ότι: 

Ι) R x  κάθεx   γιαg(x)f(x) ∈+=  

ΙΙ) Οι εφαπτόµενες των f ,g  στο σηµείο x=α τέµνουν τον άξονα y΄y στο ίδιο 

σηµείο. 

Υπόδειξη : 

Ι) Θεωρούµε το y σταθερό και παραγωγίζουµε την δεδοµένη σχέση ως προς x. Έτσι 

έχουµε: 

Ry,  x   κάθε   γιαy)(xgy)(xf0)y(xy)(x g)y(xy)(x f ∈+′′=+′′⇔=′+⋅+′′−′+⋅+′′  και 

θέτοντας όπου  
2
x

        το   και   yx , έχουµε: 

1cxcg(x)f(x)  )xc(g(x)(x) f  c(x) g  (x) f  (x) g(x) f +⋅+=⇒′⋅+=′⇒+′=′⇒′′=′′ . Για x=0 

προκύπτει ότι c1=0 και για x=1 έχουµε c=1 δηλαδή:  R   x,x   g(x)f(x) ∈+=  
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ΙΙ) Οι εφαπτόµενες των f , g αντίστοιχα είναι: 

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−⋅′=−

−⋅′=−

α)(x(α) gg(α)y

α)(x(α) ff(α)y
 και για x=0 το σηµείο τοµής τους µε τον άξονα y΄y είναι: 

 
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

′⋅−=−′⋅−−=′⋅−=

′⋅−=

(α) fαf(α)1)(α) f(ααf(α)(α) gαg(α)y

(α) fαf(α)y

 

28. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1 , e] µε f(e)=0, να 

αποδείξετε ότι υπάρχει ξlnξ(ξ) ff(ξ)  ώστε  e), (1ξ −⋅′=∈ . 

Υπόδειξη : 

Αρκεί να δείξουµε ότι ο ξ µε 1<ξ<e είναι ρίζα της εξίσωσης: 

0 ] (lnx)f(x) [  

 0lnx(x) f)(lnxf(x)  0lnx(x) f
x
1

f(x)  0lnx(x) fxf(x) lnx(x) ff(x) x

=′⋅⇔

⇔=⋅′+′⋅⇔=⋅′+⋅⇔=⋅′⋅+⇔⋅′= −

Εφαρµόζουµε λοιπόν το θεώρηµα Rolle για την συνάρτηση …….. e] , [1 |lnx f(x)g(x) ⋅=

 

29. Αν *
2t

4t

*
x

1
R  t,  du

u
ηµu

f(t)  και  R  x,  f(t)dtF(x) ∈=∈= ∫∫ , να βρείτε τα: 

Ι)  )(π F  και  )
4
π

( F ′′′′   

II) 
συνxx

1)(συνxηµ2x(x) Fx
  lim

0x ⋅
+⋅+′′⋅

→
 

Υπόδειξη : 

Η συνάρτηση 
u
ηµu

y =  είναι συνεχής στο R*, και άρα η συνάρτηση ∫=
t

0
du

u
ηµu

g(x)  είναι 

παραγωγίσιµη στο R* µε *R  t,  
t
ηµt

(t) g ∈=′  

⇒∈−=−=+= ∫∫∫∫  R  t,  g(4t)g(2t)du
u
ηµu

du
u
ηµu

du
u
ηµu

du
u
ηµu

f(t) *
4t

1

2t

1

2t

1

1

4t
 

*R  t,  
t
2συν2t)ηµ2t(1

t
ηµ4tηµ2t

4t) g4(2t) g2(t) f ∈
−

=
−

=′⋅−′⋅=′  

ΑΡΗΣ
aris



⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==′′

==′′
⇒′=′′

0...)(π F

π
4

...)
4
π

( F
 (x) f(x) F  

2...
συνx

1συνx2συν2x1
  

2x
ηµ2x

  2

συνxx
1)(συνxηµ2x2συν2x)(1ηµ2x

   
συνxx

1)(συνxηµ2x(x) Fx
  

limlim

limlim

0x0x

0x0x

==
++−

⋅⋅=

=
⋅

+⋅+−⋅
=

⋅
+⋅+′′⋅

→→

→→  

 

30. ∆ίνεται η συνάρτηση: 0 x,   dtηµt 1tf(x)
x

0

2 ≥⋅+= ∫ . Να βρείτε την εξίσωση της 

εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο Ο(0 , 0) 

Υπόδειξη : 

Θέτουµε ux =  και για x>0 είναι: 

x2
xηµ1x

x2
1

ηµu1u(x) u) dtηµt 1t ((x) f 2
u

0

2 ⋅+
=⋅⋅+=′⋅′⋅+=′ ∫  

2
1

  ) 
2

1
x

xηµ
 (   (x) f      

x
f(x)

  
0-x
f(0)-f(x)

  (0) f limlimlimlim
0x0x

0
0

0x0x
=

+
⋅=′===′

→→→→

x  , επειδή 

1...
)x(

)x(xσυν
      

x
xηµ

 limlim
0x

0
0

0x
==

′
′⋅

=
→→

 

Άρα η ζητούµενη εφαπτοµένη θα είναι …. x
2
1

y =  

 

31. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και ισχύει 

R  x  κάθε   για1)dt(ef(x)
f(x)

0

t 2
∈+= ∫ , να αποδείξετε ότι R x  κάθε  για0f(x) ∈=  

Υπόδειξη : 

cf(x)  0(x) f  0e(x) f  (x) f1)(e(x) f    1)dt(ef(x) )(f(x)f
f(x)

0

t 222
=⇒=′⇒=⋅′⇒′⋅+=′⇒+= ∫ x  

 1)dt(ec  1)dt(ef(0)    1)dt(ef(x)
c

0

t
f(0)

0

t
f(x)

0

t 222 ∫∫∫ +=⇒+=⇒+=  
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Αν c>0  τότε: Από το θεώρηµα Μ .Τ για την f στο διάστηµα [0 , c] υπάρχει 

 άτοπο  ,  0e  11e  1)c(ec  1)c(e1)dt(e :c) , (0ξ
22222 ξξξξ

c

0

t =⇒=+⇒+=⇒+=+∈ ∫

Αν c<0  τότε: Από το θεώρηµα Μ .Τ για την f στο διάστηµα [c , 0] καταλήγουµε σε άτοπο. 

Άρα c=0. 

 

32.    Ι)  Να αποδείξετε ότι: *xx R  x  κάθε   για0eex1 ∈>−⋅+ . 

 ΙΙ)  Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση: R   x,   dtef(x)
1

0

xt ∈= ∫  

Υπόδειξη : 

Ι) Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιµη στο R µε . 1eexg(x) xx +−⋅= xex(x) g ⋅=′

0  x 0 e  x  0(x) g x ≥⇔≥⋅⇔≥′ . Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ),[0 ∞+  και 

γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 0],(−∞ . Εποµένως g(x) > g(0)=0 για κάθε x>0  και      

g(x) > g(0)=0 για κάθε x<0 

ΙΙ) Αν  θέτουµε: 0x ≠ du
x
1

dtdu dt  xu  tx ⋅=⇔=⋅⇒=⋅ και έτσι 

x
1e

][e
x
1

du
x
1

edtef(x)
x

x
0

u
x

0

u
1

0

tx −
=⋅=⋅== ∫∫ ⋅   ,   1[t]1dtf(0) 1

0

1

0
=== ∫

Εποµένως: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

≠
−

=
0  x,         1

0  x,  
x

1e

f(x)

x

 

Η f είναι συνεχής στο R* σαν πηλίκο συνεχών και 

f(0)1
) x (

) 1e (
    

x
1e

 f(x)
x

0x

0
0

x

0x0x
limlimlim ==

′
′−

=
−

=
→→→

 δηλ. η f είναι συνεχής στο R.  

Για 0
x

1eex
...(x) f    0x 2

xx
>

+−⋅
==′⇒≠  και επειδή η f είναι συνεχής στο 0 η f θα είναι 

γνησίως αύξουσα στο R. 
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33. Να υπολογίσετε το όριο: 
π4x

dtt1  
   A

ηµx

συνx

2

4
π

x
lim −

−

=

∫

→

. 

Υπόδειξη : 

Προφανώς 0dtt1       και  0π)(4x  
ηµx

συνx

2

4
π

x
4
π

x
limlim =−=− ∫
→→

 και έτσι: 

 

  
( )′−

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

=
−

−

=

∫∫

→→
π4x

dtt1  

  
π4x

dtt1  

   A

ηµx

συνx

2

4
π

x

ηµx

συνx

2

4
π

x
limlim  

  ⇒−−−=−+−=−= ∫∫∫∫∫  dtt1  dtt1  dtt1  dtt1    dtt1  g(x)
συνx

α

2
ηµx

α

2
ηµx

α

2
α

συνx

2
ηµx

συνx

2  

                        

1xηµxσυνηµx|ηµx|συνx|συνx|

(-ηµx)xσυν-1-συνxxηµ-1  dtt1  dtt1  (x) g

22

22
συνx

α

2
ηµx

α

2

=+=⋅+⋅=

=⋅⋅=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′ ∫∫  

  Άρα 
4
1

π4x

dtt1  

   A

ηµx

συνx

2

4
π

x
lim =

−

−

=

∫

→

 

 

34. Να υπολογίσετε το όριο: ∫
−

=
→

2x

1
3

1x
dt

1x
lnt

  A lim  

Υπόδειξη : 

Επειδή µεταβλητή ολοκλήρωσης είναι το t έχουµε: 

0
3x
lnx2

  
3x

lnx2x
    

) 1 x(

)  dtlnt    ( 
   

1x

dtlnt   
   dt

1x
lnt

  A
2

1x2

2

1x3

x

1

1x3

x

1

1x

x

1
31x

limlimlimlimlim

22

2

=
⋅

=
⋅

=
′−

′
=

−
=

−
=

→→→→→

∫∫
∫  
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35. Αν για τη συνάρτηση f ισχύει ότι: R  x  κάθε  για,  )duf(t)dt ( f(x)
x

0

u

0
∈= ∫ ∫ , να 

αποδείξετε ότι: R x κάθε  για,  0f(x) ∈=  

Υπόδειξη : 

Θέτουµε  και άρα . ∫=
u

0
f(t)dt g(u) ∫=

x

0
g(u)du  f(x)

Η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε  f(x)(x) f  και  f(t)dt   g(x)  (x) f
x

0
=′′==′ ∫

xec  f(x)(x) f   ) f(x)(x) f ( ) f(x)(x) f (  0  ) f(x)(x) f (- ) f(x)(x) f ( 

 0 f(x)(x) f(x) f(x) f  0 f(x)(x) f  f(x)(x) f

⋅=+′⇒+′=′+′⇒=+′′+′⇒

⇒=−′−′+′′⇒=−′′⇒=′′
 

Όµως  και άρα c=0. Έτσι 

Αφού f(0)=0 θα είναι και c=0 , οπότε και f(x)=0. 

0(x) f f(0) =′=

xxxxx ef(x) άρα   και  R  x  κάθε  για,  0  ) ef(x) (  e0 ef(x)e(x) f   0 f(x)(x) f ⋅∈=′⋅⇒⋅=⋅+⋅′⇒=+′

 

36. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)y =  για την οποία ισχύει: R   t,   3t4y   ,3t   tx 43 ∈=+=  

Να µελετηθεί η f ως προς τα ακρότατα και να βρεθούν οι εξισώσεις των 

εφαπτοµένων στα σηµεία αυτά. 

Υπόδειξη : 

0  t  0  
1t

t
  

33t
1

3t  

dt
dx
1

dt
dy

   
dx
dt

dt
dy

 
dx
dy

 (x) f 2

3

2
3 ≥⇔≥

+
=

+
⋅=⋅=⋅==′  . Άρα η συνάρτηση f 

παρουσιάζει ελάχιστο όταν t=0 δηλ. στο σηµείο Μ(0,0). Η εφαπτοµένη στο σηµείο αυτό 

είναι: 0y  )0(x(0) f0y =⇔−⋅′=− , δηλ. ο άξονας x΄x. 
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