
Ανισότητες µιας µεταβλητής 

Για την απόδειξη µιας ανισότητας της µορφής f(χ) > g(χ) για κάθε χ∈(α,β) 

µπορούµε να δουλέψουµε µε δύο τρόπους. 

1ος τρόπος : Θεωρούµε την συνάρτηση F(χ)= f(χ) - g(χ) στο (α,β) , 

βρίσκουµε την F΄(χ) και το πρόσηµό της στο (α,β). Έτσι έχουµε τα διαστήµατα 

µονοτονίας και τα ακρότατα της F ( όταν δεν µπορούµε να βρούµε εύκολα το 

πρόσηµο της F΄υπολογίζουµε τις παραγώγους µεγαλύτερης τάξης µέχρι να βρούµε 

παράγωγο µε γνωστό πρόσηµο ) 

2ος τρόπος :Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ για την συνάρτηση F(χ)= f(χ)-(χ)|Α  

σε κατάλληλο διάστηµα. Για την επιλογή του διαστήµατος: Αν α∈Α ή β∈Α τότε 

επιλέγουµε σαν κατάλληλο διάστηµα το [α,χ] ή [χ,β] µε χ∈(α,β). Αν α,β∉Α τότε 

επιλέγουµε σαν κατάλληλο διάστηµα το [ρi , χ] και [χ , ρi] όπου ρi ρίζα της F΄(χ)=0 
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2. Να αποδειχθεί ότι ι) ex > 1+x για κάθε x∈R και ιι) lnx < x-1 για κάθε x>0            
 

Υπόδειξη:  

                ι) Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στο διάστηµα [0,χ] ,χ>0 και [χ,0] , χ<0 ….  
               ιι) Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στο διάστηµα [χ,1] ,χ∈(0,1) και [1,x] , χ>1…  

ή 
                ο δεύτερος τρόπος όπως προηγούµενα …..  

3. Να αποδειχθεί ότι: 
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4. Να αποδειχθεί ότι: 
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5. Αν η συνάρτηση f|R+ είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της , παραγωγίσιµη στο 
    R+

* , f(0)=0 , και η f΄|R+ γνησίως αύξουσα , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

    φ(χ)=
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                Υπόδειξη: 
                Αρκεί να δείξουµε ότι φ΄(χ)>0 για κάθε χ>0 … δηλ. f(χ)/χ < f΄(χ) για 
                κάθε χ>0 
                Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στο [0,χ] για την f οπότε … 
6. Αν η συνάρτηση f|[α,β] είναι δύο φορές παραγωγίσιµη , f΄΄(χ)<0 για κάθε 
    χ∈[α,β] και f(α)=f(β)=0 , δείξτε ότι f(χ)>0 για κάθε χ∈(α,β) 
                Υπόδειξη: 
                Από το Θ. Rolle …. έχουµε f΄(ξ)=0 , ξ∈(α,β) 
                Εξάλλου f΄΄(χ)<0 , χ∈[α,β]  f΄γνησίως φθίνουσα … και άρα 
                α<ξ<β  f΄(χ)>f΄(ξ)=0 
                ξ<χ<β  f΄(χ)<f΄(ξ)=0 …… 
7. Αν για τις συναρτήσεις f , φ ισχύουν: 

• f , φ παραγωγίσιµες στο R 
• υπάρχει χ0∈R: f(χ0)=φ(χ0) 
• f΄(χ)>φ΄(χ) για κάθε χ∈R 

να αποδείξετε ότι f(χ)>φ(χ) για κάθε χ>χ0 και f(χ)<φ(χ) για κάθε χ<χ0

            Υπόδειξη: 
            Για την συνάρτηση F(χ)=f(χ)-φ(χ) έχουµε F(χ0)=0 και F΄(χ)>0 για 
            κάθε χ∈R δηλ. γνησίως αύξουσα … 

8. Αποδείξτε ότι: χ.ηµχ+συνχ>1 για κάθε χ∈(0 , π/2] 

9. Αποδείξτε ότι:  0χ  κάθε για,  ln11 >≤− x
x
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11. Αποδείξτε ότι: ex.(1+x)>1  για κάθε χ>0 
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13. Αποδείξτε ότι: e.lnx<x  , για κάθε χ>0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Ανισότητες δύο µεταβλητών 

Για την απόδειξη µιας ανισότητας της µορφής f(α,β) > g(α,β) µε α,β∈Α 

µπορούµε να δουλέψουµε µε δύο τρόπους. 

1ος τρόπος :Με το Θ.Μ.Τ.  

2ος τρόπος :Θεωρούµε το α σταθερό και δείχνουµε ότι f(α,χ) > g(α,χ) …. 

                         Θεωρούµε το β σταθερό και δείχνουµε ότι f(χ,β) > g(χ,β) …. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ
1. ∆είξτε ότι: 
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<   ,  για κάθε α , β µε 0<α<β<π/2 

Υπόδειξη: Θ.Μ.Τ για την συνάρτηση f(χ)=χ.εφχ …. 

 

2. ∆είξτε ότι: (α+β)(lnβ-lnα) > (β-α)/2  ,  0<α<β 

Υπόδειξη: Θ.Μ.Τ για την συνάρτηση f(χ)=lnx …. 

 

3. ∆είξτε ότι: (β-α)εφα < lnσυνα-lnσυνβ < (β-α)εφβ  για κάθε α,β∈(0,π/2) 

Υπόδειξη: Θ.Μ.Τ για την συνάρτηση f(χ)=lnσυνχ στο [α,β] …. 

 

4. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f|[α,β] που είναι παραγωγίσιµη στο(α,β) και 

έστω ότι |f΄(χ)|<κ για κάθε χ∈(α,β) , κ > 0. Να δείξετε ότι |f(χ2)- 

f(χ1)|<κ.|χ2-χ1| για κάθε χ1 , χ2∈(α,β) 

 

5. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f|[0,+∞ ) µε f(0)=α, α∈R , παραγωγίσιµη στο 

(0,+ ) και έστω ότι για κάθε χ∈(0,+ ∞ ∞ ) και κ∈R ισχύει f΄(χ) < κ. Να 

δείξετε ότι f(χ) < α+κχ 

Υπόδειξη: Θ.Μ.Τ για την συνάρτηση f(χ) στο [0,χ] …. 
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