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Άσκηση 1  

Έστω ότι το 0 είναι ελάχιστο. Τότε f(0) και άρα 

[0,1]  x  κάθε  για0
x

f(0)f(x)
∈≥

−
. Έτσι που είναι άτοπο λόγω της . 

Όµοια απορρίπτουµε και την περίπτωση να είναι το 1 ελάχιστο. 

0(0)f <′

Έστω (1)f0(0)f   µε  σιµη  παραγωγίIR  [0,1]:f ′<<′→ . ∆είξτε ότι η f έχει ελάχιστο στο διάστηµα (0,1 ).  

Υπόδειξη :  

Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο [0,1 ] θα είναι και συνεχής σ’ αυτό . Σύµφωνα µε γνωστό θεώρηµα θα 

έχει ελάχιστο στο διάστηµα [0,1 ]. Εποµένως αρκεί να αποδείξουµς ότι δεν µπορεί να είναι το 0 ή το 1.  

[0,1] xκάθε για, f(x) ∈≤
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και επειδή η f είναι 

παραγωγίσιµη έχουµε: (x)  f(x)]  f(x)  [f
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Έστω σιµη  παραγωγίIR  IR:f → . Να αποδείξετε ότι: f . Να εξετάσετε 

αν ισχύει το αντίστροφο. 

 
Άσκηση 2  
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Υπόδειξη :  
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Το αντίστροφο δεν ισχύει. Πράγµατι αν θεωρήσουµε την συνάρτηση τότε γνωρίζουµε ότι αυτή 

δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. Όµως  
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Άσκηση 3  

∆ώστε ένα παράδειγµα µιας συνάρτησης f που να ορίζεται στο διάστηµα [0 ,1], να είναι παραγωγίσιµη 

στο (0,1 )για την οποία δεν ισχύει το συµπέρασµα του θεωρήµατος µέσης τιµής.  

Υπόδειξη :  

Πρέπει η συνάρτηση να είναι ασυνεχής σε ένα τουλάχιστο από τα σηµεία 0 , 1 (δεν είναι ικανό αυτό).  

Θεωρούµε τη συνάρτηση . Τότε 
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Αν ίσχυε το θεώρηµα µέσης τιµής θα έπρεπε να υπάρχει . 1(ξ)f ώστε(0,1)ξ =′∈
Όµως για κάθε .   0(x)  f  έχουµε (0,1)x =′∈



Άσκηση 4   

Έστω IR  β][α, :f →  µια παραγωγίσιµη συνάρτηση στο [α , β], ώστε β)(α, x κάθε  για1 (x)f ∈≤′  και 

αβf(α)f(β) −=− . Να αποδείξετε ότι: β][α, x κάθε  για,  αxf(α)f(x) ∈−+=  

Υπόδειξη :  

Έστω . Αφού η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο [α, β] µπορούµε να εφαρµόσουµε το 

θεώρηµα µέσης τιµής στα διαστήµατα [α , x] και [x , β]. Έτσι θα υπάρχει 

β)(α,x ∈

 και 

 

Αν x=α ή x=β, τότε προφανώς ισχύει η ισότητα. 

αf(α)xf(x)  αxf(α)f(x)    1)(ξ  f
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Όµως  ξ  

Θεωρούµε τη συνάρτηση  για την οποία ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήµατος της µέσης τιµής και άρα υπάρχει ξ  

Από την υπόθεση προκύπτει: f(  και εποµένως 

β][α,  x  κάθε   για,   αxf(α)f(x) ∈−+=  

xf(x)βf(β) x βf(x)f(β)    1)(ξ  f
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Άσκηση 5   

Να αποδείξετε µε τη βοήθεια του θεωρήµατος µέσης τιµής ότι: 
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Υπόδειξη :  
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Άσκηση 6  

Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση : 

 IRβ , α  και  IR  xµε   xβ)(xα)(xf(x) 222 ∈∈+−+−=
 
Άσκηση 7

∆είξτε ότι αν 1y  και  x0y  ,x =+>   τότε :  log2logyylogxx −≥⋅+⋅  

Υπόδειξη : 
 
Είναι y=1-x . Θεωρούµε τη συνάρτηση x)log(1x)(1logxxf(x) µε IR,1)(0:f −⋅−+⋅=→  και 



έχουµε : f .  Άρα στο σηµείο  έχει ολικό 

ελάχιστο, δηλαδή 
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Θεωρούµε τη συνάρτηση . Έχουµε 

 

Να αποδείξετε ότι :   

Θεωρούµε τη συνάρτηση 0  x,  
x
e

f(x) e

x
>= . Τότε f   

Έτσι στο διάστηµα 0(x) f  ) , (e >′⇒∞+ δηλ. γνησίως αύξουσα µε  . Εποµένως 0(e)f =′
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Άσκηση 8  

Να αποδείξετε ότι : eπ  π e >  
Υπόδειξη :  
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Άσκηση 9    

1p0   και   
2
π

θ0  µε    συν(pθ)συνθ) ( p <<≤≤≤

Υπόδειξη :   
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Άσκηση 10    

IR  x  κάθε   γιανα . . . αα  και  0α, .. . ,α,α, x
ν

x
2

x
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Υπόδειξη :   

Θεωρούµε τη συνάρτηση IR  x,   α . . . αα f(x) x
ν

x
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x
1 ∈+++=  και έχουµε 
 δηλ. το 0 είναι ελάχιστο και επειδή η f είναι παραγωγίσιµη µε IR  x  κάθε   γιαf(0)νf(x) ∈=≥

IR  x,   logαα . . . logααlogαα (x)  f ν
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