
 

ΕΥΡΕΣΗ ΜΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ f ΟΤΑΝ ∆ΙΝΕΤΑΙ ΜΙΑ ΣΧΕΣΗ ΠΟΥ ΣΥΝ∆ΕΕΙ 

ΤΗΝ f KAI THN  f΄

10ς τρόπος  : 

Μετασχηµατίζουµε την δοθείσα σχέση ώστε να πάρουµε µια 

από τις παρακάτω µορφές και στην συνέχεια όπως φαίνεται από 

τον πίνακα που ακολουθεί θεωρούµε κατάλληλη συνάρτηση g 

ώστε g΄(x)=0 δηλ. η g σταθερή. 

∆εδοµένη Σχέση Βοηθητική 

συνάρτηση g 

Η συνάρτηση f 

 xc⋅−  xc⋅ekf(x) ⋅=  

f(x)(x) h(x) f ⋅′=′  f(x)eg(x) x)(h ⋅= − h(x)ekf(x) ⋅=  

f(x)c)(x(x) f =−⋅′  
cx

f(x)
g(x)

−
=  c)(xkf(x) −⋅=

  

   

 

20ς τρόπος  : 

Μετασχηµατίζουµε την δοθείσα 

σχέση σε ισοδύναµη της 

 και στην συνέχεια 

ολοκληρώνουµε και στα δύο 

µέλη. Αυτός ο τρόπος 

εφαρµόζεται µόνο αν µπορούµε 

να εξασφαλίσουµε το πρόσηµο 

της f . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Θεωρούµε τη συνάρτηση 

3   x,   
3x

f(x)
g(x) ≠

−
=  που είναι παραγωγίσιµη µε )3(xcf(x)...0(x)g −⋅=⇔⇔=′  . Όµως η f 

είναι συνεχής στο 3 και άρα 0f(x)f(3) lim
3x

==
→

 

Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο IR µε συνεχή παράγωγο και ισχύει: 

, να βρείτε την συνάρτηση f. 

f(x)
(x) f

g(x)
′

=

cf(x)(x) f =′ f(x)eg(x) ⋅=

f(x)x)(c(x) f =−⋅′ f(x)c)(xg(x) ⋅−=
cx

k
f(x)

−
=

f(x)ν(x)  fx ⋅=′⋅ νx
f(x)

g(x) = νxkf(x) ⋅=

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 : 

2(3)f   και   3   xµε   f(x)(x) f3(x) fx =′≠+′⋅=′⋅

Λύση  

f(x)(x)f3)(x   f(x)(x) f3(x) fx =′⋅−⇔+′⋅=′⋅

Όµως  2(3)f  και  IR  x,  )3(xcf(x) =′∈−⋅=  

2c...2
1
(x) f

2
3x
f(3)f(x)

limlim
3x

0
0

3x
=⇔⇔=

′
⇔=

−
−

→→
. Άρα  f(x) )32(x  −=

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 : 

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε .  Αν 

, να βρείτε την συνάρτηση f. 

*ΙΝν  και  IR  x  κάθε   για(x) fν(x) fx ∈∈′⋅=′′⋅

1996f(0)   ,   1995(1) f ==′

Λύση  

Έστω µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο IR µε  . Να βρεθεί η f.  

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x)  . Άρα 

ν
ν xc(x) f  c

x
(x) f

⋅=′⇔=
′

. Αφού η  είναι παραγωγίσιµη στο IR θα είναι και συνεχής δηλ. f ′

1995c  1995(1) f(x) flim
1x

=⇔=′=′
→

 

Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιµη µε   και άρα 

. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x)eg(x)
x

2
1

⋅=
⋅−

 

και έχουµε 
x

2
1/

x
2
1

ekf(x)...kg(x)0... f(x)e (x) g
⋅⋅−

⋅=⇔⇔=⇔==⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=′  . Από την υπόθεση 

για x=0 προκύπτει … k=50 

cg(x)  0(x) g    0   x,   
x
(x) f
ν =⇔=′⇒≠

′
=

1996k1996f(0)   ,k   
1ν
x1995

f(x) dx x1995(x)dx f
1ν

ν =⇔=+
+
⋅

=⇔⋅=′
+

∫∫

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3: 

100f(x)2
x

0

f(t)2 eef(t)dte −=⋅ ⋅⋅∫

Λύση  

∫ ⋅= ⋅
x

0

f(t)2 f(t)dteF(x) f(x)e(x)  F f(x)2 ⋅=′ ⋅

f(x)
2
1

(x) f  e(x) f2f(x)e f(x)2f(x)2 ⋅=′⇔⋅′⋅=⋅ ⋅⋅

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4:  

∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη για  199f(4)   και   398f(x)dt
t2

f(t)
   µε   3x

x

3
=−=

−
≥ ∫ . Να 

βρεθεί η f.  



Λύση  

Παραγωγίζοντας την δεδοµένη σχέση έχουµε (x) fx)(2f(x)  (x) f
x2

f(x)
′⋅−=⇔′=

−
. Θεωρούµε τη 

συνάρτηση 
2x

k
f(x) k g(x)  0(x) g     3   x,   f(x)2)(xg(x)

−
=⇔=⇔=′⇒≥⋅−=  

Έστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο διάστηµα [  µε 

0f(x)   και   e
12x

f(x)
dt

1tt

f(t)x

0 2
>−

+
=

++
∫ . Να βρεθεί η f.  

1995ekef(1) −=⇔=  και άρα  f(x)  

 

Έστω η συνάρτηση f . Να βρείτε την f.  

Παραγωγίζοντας την δεδοµένη σχέση κατά µέλη έχουµε: 

 και εποµένως: 

dx
12x
)1(2x

1xx

)1x(x
lnf(x)  dx

12x
2

1xx

12x
dx

f(x)
(x) f

2

2

2
∫∫∫∫

+
′+

+
++

′++
=⇔⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

++

+
=

′
 και άρα 

c1)ln(2x1xx22 2
ef(x)    c1)ln(2x1xx2lnf(x) +++++=⇒+++++=  και από την υπόθεση 

για x=0 προκύπτει c=-1 

398k  199
2
k

  199f(4) =⇔=⇔=  και άρα 3   x,   
2x

398
f(x) ≥

−
=  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5:  

ef(1)   και   (x) f1996)(xf(x)   µε   IR  IR : ** =′⋅−=→ ++

Λύση  

k|1996x|f(x)   ) |1996x|ln  ( ) ln(f(x) (  
1996x
1

f(x)
(x) f

   (x) f1996)(xf(x) +−=⇒′−=′⇔
−

=
′

⇔′⋅−=

1995e|1996x| −+−=

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6:  

),0 ∞+

Λύση  

12x
2

1xx

12x
f(x)

(x) f
  

1)(2x
f(x)21)(2x(x) f

1xx

f(x)
222 +

+
++

+
=

′
⇒

+
⋅−+⋅′

=
++

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7:  

Να υπολογίσετε το ∫ f(x)dx  αν είναι γνωστό ότι: 

∫+=∞−∈≠→∞−
x

1

2 (t)dtf2f(x)  και  ) 
2
3

 ,  (  x  κάθε  για0f(x)  µε  , IR  ) 
2
3

 ,  ( : f . 



Λύση  

cx
f(x)
1

   1dxdx
 (x)f

(x) f
  1

 (x)f
(x) f

    (x)f(x) f 22
2 +=−⇒=

′
⇒=

′
⇒=′ ∫∫  . Εξ άλλου για x=1 έχουµε 

2
3

c −= . Εποµένως 2x)ln(3|32x|ln
2
1

2dx
32x

2
f(x)dx    

32x
2

f(x) −−=−⋅⋅−=
−

−=⇒
−

−= ∫∫  

 

Όµως από την ταυτότητα  έχουµε 1ωσυνωηµ 22 =+

 

Παραγωγίζοντας τη δεδοµένη σχέση έχουµε: η  

Να βρείτε τη συνεχή συνάρτηση : 

 

 

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f που ικανοποιεί τη σχέση: 

. Να βρείτε τον τύπο της f. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8:  

0  x  κάθε   γιαef(t)dt  συν   µε    )  , 0 (  ) 0 ,  ( : f x
x

0
<=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞+→∞− ∫

Λύση  

f(x)
e

f(t)dt µ
xx

0

−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

2x

x

2x

2x
22x

2

2x
2x

2x

e1

e
f(x)  

e1
e

(x)f  e1
(x)f

e
    1e

f(x)
e

−
=⇒

−
=⇒−=⇒=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛− −−−−

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9:  

IR  x  κάθε   για,   1)dt(2t(x) fxf(x)e3
1

0

x ∈+=′⋅++− ∫

Λύση  

[ ]

cxef(x) x

 )xe ( ) f(x) x(  1e(x) fxf(x)  2(x) fxf(x)e3 

   t t(x) fxf(x)e3     1)dt(2t(x) fxf(x)e3

x

xxx

1
0

2x
1

0

x

+−=⋅⇒

⇒′−=′⋅⇔−=′⋅+⇔=′⋅++−⇔

⇔+=′⋅++−⇔+=′⋅++− ∫

και για x=0 προκύπτει c = -1. Άρα *
x

IR   x,   
x

1xe
f(x) ∈

−−
=  

 

 

 

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10:  

Να βρεθεί µια συνάρτηση f , ορισµένη στο διάστηµα ( 0 , 2π ) για την οποία ισχύουν οι σχέσεις:  

0) 
4
π

 f(   και   xηµf(x)
x
1

(x) f
x
1 2

2 ==⋅−′⋅  

Λύση  

Είναι ⎜  . Θέτουµε ux =  …. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση f . Να βρεθεί 

ο τύπος της f.  

Να βρείτε τη συνάρτηση g   για την οποία ισχύει 

1995g(0)  συνx   καιg(x)ηµxg(x)συνx(x) g =⋅=⋅+⋅′  

Έστω . Τότε 22 (x)] f[[f(x)]h(x) ′+=    κ.λ.π.  

Θεωρούµε την δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση 

. Να βρείτε τον 

τύπο της f.  

dxxηµ
x

f(x)
  dxxηµdx 

x
f(x)

   xηµ   
x

f(x)
 ∫∫ ∫ =⇔=

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⇔=
′

⎟
⎠
⎞

⎝
⎛

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11:  

IR  x  κάθε   για
xh
f(x)f(h)

f(x)   µε   IR  IR : lim
 xh 

∈
−
−

=→
→

Υπόδειξη  

Παρατηρείστε ότι  …. (x)ff(x) ′=

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12:  

0(0) ff(0)  και   IR x καθε   για,   0(x) f(x) f   µε   IR  IR : f =′=∈=′′+′→

Υπόδειξη  

ch(x)0...(x)h =⇒==′

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13:  

IR   
2
π

 , 
2
π

  : →⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−

Υπόδειξη  

συνx
g(x)

   
συνx
g(x)

  

 
xσυν

συνxg(x)
xσυν

)(συνxg(x)συνx(x) g
 συνx  g(x)ηµxg(x)συνx(x) g 22

=
′

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⇒

⇒
⋅

=
′⋅−⋅′

⇒⋅=⋅+⋅′
 

.............. ec
συνx
g(x) x⋅=  

 



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14:  

Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση 

 1f(0)   και   IR  x  καθε   για,   0(x) f3(x) f2   µε   IR  IR : f 2 =∈=⋅+′⋅→ x

1. Να βρείτε τον τύπο της f 

2.  Είναι  

 

 1.    

2.  

1. Αρκεί να δείξουµε ότι: g  

1. Η συνάρτηση   

Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση f . Να 

αποδείξετε ότι: 

2. Να αποδείξετε ότι:  10f(x)dx
10

0
≤∫

Υπόδειξη  

Από την δεδοµένη σχέση έχουµε 

........... cx
4
3

f(x)
1

 x 
2
3

(x)f
(x) f

    0(x) f3(x) f2 2
2

2 +⋅=⇒⋅=
′

−⇒=⋅+′⋅ x

10f(x)dx 

f(0)f(x)  οπότεφθίνουσαγνησίωςf άρα  και  ) ,10 0 (  x  κάθε   για0(x) f
10

0
≤⇒

≤∈<′

∫

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 15:  

lnx 
2

(x) fx
 f(x)   µε   IR  )  , 1 ( : ⋅

′⋅
−=→∞+

)   , 1 (  διάστηµα  στο  σταθερήείναι  x   lnf(x)g(x) 2 ∞+⋅=

2. Αν f(e)=3 , να βρείτε την συνάρτηση f.  

3. Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία της. 

Υπόδειξη  

0...(x) ==′

xln
6

f(x)  άρα  και 6c
2
c

3  
xln

c
f(x)  c(x) g 2

ex

2 ==⇒=⇒=⇒=
=

3. ),1(  x κάθε  για0(x) f ∞+∈<′  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 16:  

Θεωρούµε τη συνάρτηση dt 
t1

lnt
 f(x)   µε   IR  )  , 0 ( : f
x

2
∫

+
=→∞+ . Να προσδιορίσετε τη 

συνάρτηση h µε 0) 
2
1

 f(  αν  ,   ) 
x
1

 f(f(x)h(x) =+= . 



Υπόδειξη  

 
( ) 22

22

2
ln2

 c  έχουµε  2  xα   και  γιc
2

lnx  
h(x)dx

x
lnx

h(x)

  
x

lnx
)

x
1

(1
x1

lnx
 )

x
1

(
1x

lnxx
x1

lnx
) 

x
1

 () 
x
1

 ( f(x) f(x) h

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−==+=⇒=⇒

⇒=+⋅
+

=−⋅
+

⋅
−

+
=−⋅′+′=′

∫
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