
Γενικά Θέµατα 

( ασκήσεις ) 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση . 0λ   και R  x,  2)(
2

>∈⋅⋅= xexxf λλ

Ι) Να εξετάσετε την f ως προς την µονοτονία, τα ακρότατα, τα κοίλα 

και τα σηµεία καµπής. 

ΙΙ) Να βρείτε το εµβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από την Cf , 

τον άξονα ΟΧ και την ευθεία χ=1/λ. 

ΙΙΙ) Να βρείτε το )(lim λ
λ

E
+∞→

 

 

2. Ι) Να βρείτε την καµπύλη C={Μ(x,y)|x,y∈R}, όταν για τους µιγαδικούς 

z=x+yi ισχύει: 05
2

2
1)Im(424 =+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +− zz  

ΙΙ) Να βρείτε ποιοι από τους παραπάνω µιγαδικούς έχουν το µικρότερο 

και ποιοι το µεγαλύτερο όρισµα. 

ΙΙΙ) Αν Α , Β είναι οι εικόνες των δύο παραπάνω µιγαδικών αριθµών, να 

βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την C και τα 

τµήµατα ΟΑ , ΟΒ. ( απάντ: Ε=2/3 τ.µ ) 

 

3. Ευθεία (ε) στρέφεται γύρω από το Α(4,2) µε ρυθµό 1sec310 −−=
dt
dλ

 , 

όπου ),0( +∞∈λ  είναι ο συντελεστής διεύθυνσής της. Εάν η ευθεία (ε) 

τέµνει τους άξονες Οχ , Οy, στα σηµεία Μ , Ν αντίστοιχα, να βρείτε το 
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ρυθµό µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου ΟΜΝ ως προς το χρόνο 

τη χρονική στιγµή που η ευθεία περνάει από το σηµείο Β(5,3). 

 

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f|R , δύο φορές παραγωγίσιµη στο R και η ευθεία 

(ε) µε συντελεστή διεύθυνσης λ. Αν η (ε) τέµνει την Cf σε τρία 

διαφορετικά σηµεία, να αποδείξετε ότι υπάρχει χ0 ∈R τέτοιο ώστε 

f΄΄(χ0)=0 

Υπόδειξη:  

Αν Α(χ1,f(x1)) , B(χ2,f(x2)) , Γ(χ3,f(x3)) µε χ1< χ2< χ3 τα τρία διαφορετικά σηµεία , 

εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στα [χ1, χ2] και [χ2, χ3] , οπότε βρίσκουµε ξ1∈(χ1, χ2) και 

ξ2∈(χ2, χ3) µε f΄( ξ1)= f΄( ξ2)=λ . Εφαρµόζουµε τώρα για την f το Θ. Rolle στο 

διάστηµα (ξ1, ξ2) … 

 

5. Έστω Rf →+∞),0(:  , δύο φορές παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  και 

υπάρχουν α , β , γ >0 µε α<β<γ τέτοια ώστε f(α)=α , f(β)=β , f(γ)=γ. 

Να αποδείξετε ότι: 

Ι) υπάρχουν κ , λ>0 τέτοια ώστε f(κ)=κ.f΄(κ)  ,  f(λ)=λ.f΄(λ) 

ΙΙ) αν η ευθεία που περνά από τα Α(κ, f(κ)) , Β(λ, f(λ)) περνάει και από 

την αρχή των αξόνων, δείξτε ότι υπάρχει χ0>0 τέτοιος ώστε f΄΄(χ0)=0. 

Υπόδειξη: 

Εφαρµόζουµε για την συνάρτηση F(χ)=f(χ)/χ το Θ. Rolle στα διαστήµατα [α,β] και 

[β,γ] … 

Επειδή τα Ο , Α , Β είναι συνευθειακά …. f΄(λ)=f΄(κ) 

Εφαρµόζουµε τώρα για την f΄το Θ. Rolle στο [κ,λ] … 

 

6. I) Να λύσετε στο C την εξίσωση: 2z2-4zσυνθ+2συν2θ-συνθ+1=0 

όπου U ]2,(),0[ πππθ ∈ . 
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II) Έστω z1 , z2 οι ρίζες της εξίσωσης µε z1 αυτή που έχει το 

φανταστικό της µέρος θετικό. Αν Μ(χ,y) είναι η εικόνα της ρίζας z1 στο 

µιγαδικό επίπεδο, βρείτε το γ.τ των σηµείων Μ όταν θ∈[0,π/2]. 

ΙΙΙ) Βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζει ο παραπάνω γ.τ µε τους 

άξονες χ΄χ και y΄y. 

Υπόδειξη: 

Ι) ∆=…=-16ηµ2(θ/2)<0 … z1=συνθ+iηµ(θ/2) και z2=συνθ-iηµ(θ/2) 

ΙΙ) Ο ζητούµενος γ.τ είναι το µέρος εκείνο της παραβολής )1(
4
122 −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= xy  

για το οποίο ισχύουν 
2
2y0   και   10 ≤≤≤≤ x  

ΙΙΙ) … 
3
2...

1

0
1

2
2 ==−= ∫ dxxE  

 

7. ∆ίνεται η συνάρτηση 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
<

−
≥−

=
2χ  ,  

3
2χ  ,  

)(

2

x
ax

x

xf β  

Ι) Να προσδιορίσετε τα α , β ώστε η f να είναι συνεχής και στο ∞−  η 

Cf να έχει πλάγια ασύµπτωτη την ευθεία y=x+3 

II) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα. 

ΙΙΙ) Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f, τις ευθείες χ=1 , χ=3 και τον άξονα χ΄χ. 

 

8. ∆ίνεται η f|R µε ∫
+

=
x

t

tdtxf
0 42

)( . 

Ι) Να βρείτε την f΄(χ) 

ΙΙ) Να δείξετε ότι η f είναι άρτια. 
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ΙΙΙ) Να υπολογίσετε το ∫
− +

=
2

2 42 x

xdxI  

9. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο [α,β] και ισχύουν 

οι σχέσεις f(α)=f(β)=λ , Rλ  ,  )()( ∈−=∫
β

αβλ
a

dxxf  , να αποδείξετε 

ότι: 

ι) η εξίσωση f΄(χ)=0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (α,β) 

ιι) υπάρχει ξ∈(α,β): f΄΄(ξ)=0 

Υπόδειξη: 

Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ Ο.Λ … οπότε f(ρ)=λ. 

Εφαρµόζουµε το Θ. Rolle για την f στα διαστήµατα [α,ρ] και [ρ,β] … 

 

10. Βρείτε τα α , β∈R ώστε η συνάρτηση f µε: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤<
+−

=++−

<≤+

=

∫

2x1  ,       
342χ

1)-3α)ηµ(χ-(β

1  x,   332α
0

1x0   ,             )12(

)(

χ

α e

x dttet

xf       να είναι συνεχής στο [0,2] 

Υπόδειξη: 

1)12(...
0

)12( +−==+∫ xex
x

dttet  

2
3...)(

1
lim βα −==
→ +

xf
x
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11. Να υπολογίσετε το όριο: ⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛ +
+⋅

→
∫
h

dtt
hh

2

2
221

0
lim  

Υπόδειξη: 

Αν f(h)= ∫ +
h

dtt
0

22  τότε 

∫ ∫ ∫∫ ∫
+ +

+−+=+
+

++=+
h h

dttdttdtt
h

dttdtt
2

0

2

0

2

0
2222222

2

0

2
2222

=f(2+h)-f(2) 

Έτσι 

)2(
2

2
221

0h
lim    )2()2(2

2
221 f

h
dtt

hh
fhfh

dtt
h

′=⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛ +
+⋅

→
⇒−+=

+
+⋅ ∫∫

 

Όµως 6)2(22

0
22)( =′⇒+=

′

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
+=′ ∫ fh

h
dtthf  

 

12. Αν α , β ,γ∈R* ώστε: 

 να 

αποδείξετε ότι η εξίσωση αχ

∫∫ +++=+++
2

0
)2)(41(

1

0
)2)(41( dxxxxdxxxx γβασυνγβασυν

2+βχ+γ=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

(1,2). 

Υπόδειξη: 

Εύκολα προκύπτει ότι  0
2

1
)2)(41( =+++∫ dxxxx γβασυν
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Αν f είναι µια παράγουσα της g(χ)=(1+συν4χ)(αχ2+βχ+γ) τότε θα έχουµε:    

f΄(χ)= (1+συν4χ)(αχ2+βχ+γ) και άρα 

 Άρα f(2)=f(1) ∫∫ −=′=+++
2

1
)1()2()(

2

1
)2)(41( ffdxxfdxxxx γβασυν

Εφαρµόζουµε τώρα το Θ. Rolle για την f στο διάστηµα [1,2] … 

 

13. Αν η Cf περνά από τα σηµεία Α(0,3) και Β(-1,-1) και η f είναι 

παραγωγίσιµη στο R µε f΄(χ)=3χ2+2λχ+5 , να υπολογίσετε το εµβαδόν 

του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f΄, τον 

άξονα ΟΧ και τις ευθείες χ=-1 , χ=0. 

Υπόδειξη: 

Προφανώς f(χ)=χ3+λχ2+5χ+c και από την υπόθεση βρίσκουµε λ=2 , c=3 δηλ. 

f(χ)=χ3+2χ2+5χ+3 

Ε= ∫
−

==′
0

1
4...)( dxxf  

 

14. ∆ίνεται η συνάρτηση f|(0,1] µε f(x)=x.lnx+ex-1. ∆είξτε ότι η εξίσωση 

f΄(x)=0 έχει µία µόνο λύση στο (0,1] καθώς και η εξίσωση f(x)=0 έχει 

και αυτή µία µόνο λύση στο (0,1). 

 

15. ∆ίνεται η συνάρτηση f|[0,1] µε xexxf ⋅−=
3

1)(  

i) Να µελετηθεί ως προς την µονοτονία , ακρότατα , κοίλα , 

σηµεία καµπής , να γίνει πίνακας µεταβολών της και να βρεθεί 

το σύνολο τιµών της 

ii) ∆είξτε ότι η εξίσωση f(x)=x έχει µοναδική ρίζα στο (0,1). 

Μπορείτε να δείξετε ότι η ρίζα αυτή είναι στο [0,1/3]; 
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16. Έστω f|[α,β] µια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιµη. Αν χ1 , χ2 , 

χ3∈[α,β] είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου και f(x1) , f(x2) , 

f(x3)∈R είναι διαδοχικοί όροι άλλης αριθµητικής προόδου, να 

αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(α,β): f΄΄(ξ)=0 

Υπόδειξη: 

Χ2-χ1=χ3-χ2 και f(x2)-f(x1)= f(x3)-f(x2) 

Εφαρµόστε το Θ.Μ.Τ και στη συνέχεια το Θ. Rolle … 

 

17. Αν για τη συνάρτηση f|R υπάρχει η f΄΄ και είναι συνεχής η f΄΄, µε 

f(π)=4 και [ ]∫ =′′+=
π

ηµ
0

6)()( xdxxfxfI  , να υπολογίσετε το f(0). 

Υπόδειξη: 

∆ιαπιστώστε ότι Ι=Ι1+Ι2 , όπου 

[ ] ∫∫ ′+−===
π

συν
ππ

συνηµ
0

)(
00

)(...)(1 xdxxfxxfxdxxfI  

( )∫ ∫ =′′=′′=
π π

ηµηµ
0

...
0

)()(2 xdxxfxdxxfI  

 

18. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της 
92

4233
)(

−

+−=
x

xxxf  και τις ευθείες y=0 , χ=-1 , χ=2. 
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19. Αν f|R είναι µία συνεχής συνάρτηση και ορίσουµε την συνάρτηση 

 , να δείξετε ότι αν η g είναι φθίνουσα , τότε 

f(χ)=0 για κάθε χ∈R. 

∫⋅=
x

dttfxfxg
0

)()()(

Υπόδειξη: 

Αν θεωρήσουµε 

2

0
)()( ⎟

⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

x
dttfxG τότε G΄(x)=2g(x) και G(0)=0. Επειδή g 

φθίνουσα και η G΄θα είναι φθίνουσα δηλ. G΄(x)> G΄(0)=0 για κάθε χ<0 και 

G΄(x)<0 για κάθε χ>0. Άρα η G παρουσιάζει στο χ0=0 ολικό µέγιστο G(0)=…=0. 

Αλλά G(x)> 0 για κάθε χ∈R , άρα G(x)=0 για κάθε χ∈R …. 

 

 

20. Έστω η συνάρτηση f|[0,1] παραγωγίσιµη στο [0,1] για την οποία 

ισχύουν οι σχέσεις: 

ι)  ∫ ∈=
1

0
σταθερός  Ru  ,   )( udxxf

ιι) f(0)=f(1)=u 

Να δείξετε ότι υπάρχουν χ1 , χ2∈(0,1)  µε χ1  χ≠ 2 τέτοια ώστε          

f΄( χ1)= f΄( χ2)=0 

Υπόδειξη: 

Εφαρµόστε το Θ.Μ.Τ.Ο.Λ και µετά το Θ. Rolle στα διαστήµατα [0,ξ] και [ξ,1] για 

την f … 

 

21. ∆ίνεται η µονοπαραµετρική οικογένεια παραβολών                             

( c ): y=2x2 –3x+2k-1 . Να βρείτε την εξίσωση εκείνης της παραβολής 

της οικογένειας ( c ) , που η απόστασή της κορυφής της από την αρχή 

των αξόνων είναι ελάχιστη . 
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