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ΙΙΙ) ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ  ΡΗΤΩΝ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ: 
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α
βt

 xtβαx
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V) ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ: 

1. Ολοκληρώµατα της µορφής συνx ,ηµx   τωνσυνάρτηση ρητήf   ,   dx)συνx  ,ηµx  f( =⋅∫  

Εκφράζουµε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, συναρτήσει της 
2
x

εφ  µε τους τύπους: 

du
1u

2
dx du dx

2

1
2
x

εφ
 

 du dx

2
x

συν2

1
u 

2
x

εφ    θέτουµε    και  

2
x

εφ1

2
x

εφ1
συνx   ,   

2
x

εφ1

2
x

εφ2
ηµx
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⋅
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⇒
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⋅

⇒=
+

−
=

+

⋅
=

 Αν η f είναι περιττή ως προς ηµx τότε θέτουµε: συνx=u , αν είναι περιττή ως προς συνx, 

 θέτουµε ηµx=u, ενώ αν είναι άρτια ως προς ηµx και συνx τότε θέτουµε εφx=u 

Παραδείγµατα: 

 c1)
2
x

ln(εφ
2
x

εφ...dx
συνx1
ηµx1

I 2 +++==⋅
+
+

= ∫  

 c|
2
x

εφ|ln ... 
ηµx
dx

I +=== ∫  

 cxηµ
5
1

xηµ
3
2

ηµx...dxσυνxxσυν dxxσυνI 53
uηµx4περιττή

5 +⋅+−=⋅⋅⋅= =∫=∫
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 c
2

2
x

εφ

1
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5συνx3ηµx4
dx

I +
+

−==
+⋅+⋅

= ∫  

2. Ολοκληρώµατα της µορφής   *nm Znm,   ,   xdxσυνxηµ ∈⋅∫
 Αν m , n είναι φυσικοί αριθµοί και ένας τουλάχιστον περιττός, π.χ m=2κ+1 τότε 

δουλεύουµε ως εξής: 

 
∫

∫∫∫
⋅−=

=⋅′⋅−=⋅⋅=⋅

xd(συνx)συνx)συν-(1

xdxσυν)(συνxx)(ηµxdxσυνηµxxηµxdxσυνxηµ
nκ2

nκ2n2κnm

Στην συνέχεια αναπτύσσουµε το  και χωρίζουµε σε άθροισµα 

ολοκληρωµάτων 

κ2x)συν(1−

 Αν m , n είναι φυσικοί αριθµοί άρτιοι τότε χρησιµοποιούµε τους τύπους 

(αποτετραγωνισµού ): 
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Π.χ.  

 



c6x]ηµ
18
1

ηµ12x
24
1

2
x

[
8
1

]d(ηµ6x)6xηµ
6
1

dx
2

συν12x
2

dx
[

8
1

συν6x)dx6xηµ
2

συν12x1
(

8
1

συν6x)dx6xηµ6x(ηµ
8
1

dx
2
συν6x1

4
6xηµ

3xdxηµ3x)ηµ3x(συν3xdxηµ3xσυν

32

222

2
222242

+⋅−⋅−⋅=⋅⋅−−⋅=

=⋅−
−

⋅=⋅−⋅=

=
−

⋅=⋅⋅=⋅

∫∫∫

∫∫

∫∫∫

 

 

 Αν m , n είναι αρνητικοί και συγχρόνως άρτιοι ή περιττοί και οι δύο τότε εργαζόµαστε 

όπως στο επόµενο παράδειγµα: 

c
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xεφ
εφx2

εφx
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c
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u
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u
1

du)u2
u
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(du)u1)(1
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 Αν ο m είναι περιττός τότε κάνουµε την αντικατάσταση : tσυνx =  

 Αν ο n είναι περιττός τότε κάνουµε την αντικατάσταση : tηµx =  

 Αν ο m+n είναι άρτιος τότε κάνουµε την αντικατάσταση : tσυνx   ήt   εφx ==  

Παραδείγµατα: 
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3. Ολοκληρώµατα της µορφής  ακέραιος  αρνητικόςm   ,   xdxηµm =∫
 Εφαρµόζουµε τον τύπο του διπλάσιου τόξου και µετά αναγόµαστε στην προηγούµενη 

          περίπτωση 

 



4. Ολοκληρώµατα της µορφής  ακέραιος  αρνητικόςn   ,   xdxσυνn =∫

Επειδή )
2
π

ηµ(xσυνx +=  µπορούµε να αναχθούµε στην προηγούµενη περίπτωση. 

5. Ολοκληρώµατα της µορφής   *ν ν   ,   xdxεφ ΙΝ∈∫
Κάνουµε την αντικατάσταση:    

1t
dt

dxdx1)x(εφdx
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2
2 +

=⇒⋅+===  
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ή µε άλλο τρόπο :  
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VΙ) ΑΝΑΓΩΓΙΚΟΙ  ΤΥΠΟΙ: 

1. Να βρείτε αναγωγικό τύπο για το ολοκλήρωµα  και µετά να  *ν
ν Νν   ,   xdxσυνI Ι∈= ∫

          υπολογίσετε το    xdxσυνI 4
4 ∫=

 Λύση : 

 

2ν

1-ν

νν
2-ν1-ν

1-ν1-νν
ν

Ι
ν

1ν
ν

ηµxxσυν
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2. Να βρείτε αναγωγικό τύπο για το ολοκλήρωµα  *x-ν
ν Νν   ,   dxexI Ι∈⋅⋅= ∫

 Λύση : 

 Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες βρίσκουµε ότι: 1ν
xνx-ν

ν ΙνexdxexI −
− ⋅+⋅−=⋅⋅= ∫   

3. Να βρείτε αναγωγικό τύπο για το ολοκλήρωµα   *ν
ν Νν   ,   dxlnx)(I Ι∈⋅= ∫

Λύση : 

Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες βρίσκουµε ότι: 1-ν
νν

ν Ιν(lnx)xdxlnx)(I ⋅−⋅=⋅= ∫    

4. Να βρείτε αναγωγικό τύπο για το ολοκλήρωµα  και µετά να  *ν
ν Νν   ,   xdxεφI Ι∈= ∫

          υπολογίσετε το    xdxεφI 3
3 ∫=

Λύση : 
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5.        Να βρείτε αναγωγικό τύπο για τα ολοκληρώµατα:  

           ∫∫ ⋅=⋅= συν(αx)dxxJ  και   ηµ(αx)dxxI ν
ν

ν
ν

 Λύση : 
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6. Να βρείτε αναγωγικό τύπο για το ολοκλήρωµα: ∫ ⋅
+

= dx
x1

x
I 2

ν

ν  

 Λύση : 

 Θέτουµε duu)εφ(1du
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dx εφu x 2
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VI) ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ  ΤΗΣ  ΜΟΡΦΗΣ  ∫ ± )dxxβαf(x, 222 :  

Για να ανακαλύψουµε τον κατάλληλο µετασχηµατισµό θεωρούµε τους δύο προσθετέους 

της υπόρριζης ποσότητας σαν δύο πλευρές ορθογωνίου τριγώνου ( η επιλογή γίνεται µε 

βάση το Πυθαγόρειο θεώρηµα ) και εκφράζουµε την πλευρά που αναφέρεται στην 

µεταβλητή x συναρτήσει της άλλης πλευράς και του ηµιτόνου ή του συνηµιτόνου ή της 

εφαπτοµένης µιας οξείας γωνίας του ορθογωνίου τριγώνου. 

Παραδείγµατα: 
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συνω24  ηµω2x 2 ⋅=−⇒⋅= x   και 

dωσυνω2dx ⋅⋅=  
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