
Ολοκληρώµατα 
( ασκήσεις ) 

1. Να µελετηθεί η συνάρτηση  ως προς την 

µονοτονία, τα ακρότατα, τα κοίλα, τα σηµεία καµπής και να γίνει ο 

πίνακας µεταβολών της. 
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Υπόδειξη: Η  ορίζεται στο R και είναι παραγωγίσιµη, διότι η 
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 γιατί η f είναι 

συνεχής σαν παραγωγίσιµη. Έχουµε λοιπόν απροσδιόριστη µορφή …. 

 

3. ( ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ):  

Ι) Αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και αντιστρέψιµη στο 

διάστηµα [α,β] τότε:  

ΙΙ) Αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και αντιστρέψιµη στο 

διάστηµα [α,β] µε f(α)=α και f(β)=β τότε:  

ΙΙΙ) Αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και αντιστρέψιµη στο 

διάστηµα [α,β] µε f(α)=β και f(β)=α τότε:  
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Υπόδειξη:  

Ι) Για κάθε χ∈[α,β] ισχύει y=f(x) ⇔ x=f-1(y) και άρα: 
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5. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f|[0,+∞ ) για την οποία ισχύει: 

. Να βρεθούν οι τύποι των f 

και . 
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Υπόδειξη : 

Παραγωγίζοντας την σχέση που δίνεται βρίσκουµε 
3
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ολοκληρώνοντας … f(x)=ln(x+3)+c. Όµως f(0)=ln3+c και από την υπόθεση 

0=3.f(0) δηλ. c=-ln3. Τελικά … xxxxF −
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6. ∆ίνονται οι συναρτήσεις dt
t
exF
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ι) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της F. 

ιι) Να παραγωγίσετε την F 

ιιι) Να υπολογίσετε τον πραγµατικό αριθµό α, ώστε οι εφαπτόµενες 

στις γραφικές παραστάσεις των F , G στα σηµεία Α(-2,F(-2)) και 

))3(,3( GB  να είναι κάθετες µεταξύ τους. 

Υπόδειξη : 

Πρέπει χ2-1>0 και 1-χ>0 ( όχι ίσα µε 0 διότι t≠ 0 ) … Άρα χ< -1 
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7. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f|(0,+ ∞ ) µε την ιδιότητα: 
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δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(1,2) ώστε: 

ι) η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της y=g(x) στο σηµείο 

(ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τον άξονα χ΄χ. 

ιι) 
ξ
ξξ

2
)(3)( fg +=  

Υπόδειξη : 

Θεώρηµα Rolle για την g στο [1,2] …. 

 

8. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f|(0,+ ∞ ) µε την ιδιότητα: 
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δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(1,2) ώστε: 
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ι) η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της y=g(x) στο σηµείο 

(ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τη διχοτόµο της 1ης – 3ης γωνίας των 

αξόνων. 
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9. Να βρεθούν οι συναρτήσεις  f, που ικανοποιούν την σχέση 

f΄(x)+f(x)=ex , για κάθε x∈R. 

Από τις συναρτήσεις αυτές να προσδιορίσετε εκείνη που η γραφική 

της παράσταση εφάπτεται στην ευθεία y=1 και να δείξετε ότι 

βρίσκεται πάνω από αυτή την ευθεία. 

Υπόδειξη : 

Πολ/ζοντας µε ex την δοθείσα σχέση έχουµε ( παράγωγος γινοµένου ) … 

f(x)=ex/2+ce-x. 

….. c=1/2  

Για να βρίσκεται η γραφική της παράσταση πάνω από y=1 αρκεί f(x)>1 …. 

 

10. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα: 
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11. Αν f|[-α,α] είναι µια συνάρτηση συνεχής ( α>0 ) δείξτε ότι : 

• Αν η f είναι άρτια τότε: ∫ ∫
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• Αν η f είναι περιττή τότε: ∫
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• Αν η f είναι συνεχής στο R και περιοδική µε περίοδο T, τότε το 

ολοκλήρωµα ∫
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12. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:  

Aris Nikolaidis 



∫
−

+
1

1

2 )1( dxx  dx
x

xx
∫
− +

1

1
4

2

1
ηµ  

13. ∆είξτε ότι:  
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14. ∆ίνεται η συνάρτηση dt
t
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• L(xy)=L(x)+L(y) 

• L(1/x)=-L(x) 

• L(x/y)=L(x)-L(y) 

 

15. ∆ίνεται η συνάρτηση 
1
1)(
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• Να κάνετε µελέτη και γραφική παράσταση της f 

• Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα χ΄χ και τις ευθείες χ=0 

, χ=t<0. 

• Αν E(t) είναι το προηγούµενο εµβαδόν, να υπολογίσετε το 
 )(lim tE

t −∞→

16. ∆ίνεται η συνάρτηση 
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Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f , τον άξονα χ΄χ και τις ευθείες χ=-4 , χ=4 

 

17. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης 0  x,  3)( <−=
x

xf , τον άξονα ψ΄ψ και 

τις ευθείες ψ=1 , ψ=4. 
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18. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 

καµπύλη , τον άξονα ψ΄ψ και τις ευθείες ψ=-2 , ψ=3. xy 42 =

19. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=x2-x-2  ,  g(x)=-x-1 και τις 

ευθείες χ=-2 χ=3. 

 

20. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=x3-3x  ,  g(x)=-x2+3x και τις 

ευθείες x=-2 x=2. 

 

21. ∆ίνεται η συνάρτηση xxf 2)( = . Να υπολογίσετε το εµβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f , την 

εφαπτοµένη της στο σηµείο µε τετµηµένη 1 και τις ευθείες χ=0 , 

χ=1. 
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