
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ  ΚΑΙ  ∆ΙΑΤΑΞΗ  

ΘΕΩΡΗΜΑ 1: 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [α , β] µε  β],[α x  κάθε  για0f(x) ∈≥

τότε:   0f(x)dxβ
α ≥∫

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2: 

Αν  f , g είναι συναρτήσεις ορισµένες και συνεχείς στο [α , β] και β],[α  x  κάθε  για,  g(x)f(x) ∈≤  τότε: 

∫∫ ≤ β
α

β
α g(x)dxf(x)dx  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3: 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [α , β] µε m , Μ ελάχιστη και µέγιστη 

τιµή στο [α , β] αντίστοιχα, τότε: α)Μ(βf(x)dxα)-m(β β
α −≤≤ ∫   

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4: ( Μέσης Τιµής Ολοκληρωτικού Λογισµού ) 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [α , β] τότε υπάρχει  ώστε: β],[αξ∈

α)f(ξ)(βf(x)dxβ
α −=∫  

 

Άσκηση 1: 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [α , β], τότε: ∫∫ ≤ β
α

β
α dxf(x)dxf(x)   

Υπόδειξη : ∫∫∫∫∫ ≤⇒≤≤⇒≤≤
β

α

β

α

β

α

β

α

β

α
dx|f(x)|  f(x)dx  dx|f(x)|  f(x)dx dx|f(x)|-  |f(x)|  f(x) |f(x)|-  

 

Άσκηση 2: 

Αν  f , g είναι συναρτήσεις ορισµένες και συνεχείς στο [α , β] τότε: 

( ) ∫ ∫∫ ⋅≤⋅ β
α

β
α

22β
α (x)dxg(x)dxfdxg(x)f(x)   
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Υπόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση  οπότε 

 

β] , [α  x,  Rλ  ,  0λg(x)][f(x)h(x) 2 ∈∈≥−=

0(x)dxff(x)g(x)dx2λ(x)dxgλ  0xf(x)g(x)]d2λ(x)gλ(x)[f  0h(x)dx
β

α

2
β

α

β

α

22
β

α

222
β

α
≥+−⇔≥−+⇔≥ ∫∫∫∫∫

Για να ισχύει η σχέση αυτή για κάθε πραγµατική τιµή του λ ( τριώνυµο ως προς λ ) πρέπει: 

......  0∆ ⇔≤  

 

Πόρισµα:  

Αν  f , g είναι συναρτήσεις ορισµένες και συνεχείς στο [α , β] τότε: 

( )( ) ∫ ∫∫ ⋅≤⋅ β
α

β
α

222β
α (x)dxg(x)dxfdxg(x)f(x)  

 

Άσκηση 3: ( Γενίκευση Θεωρήµατος Μέσης Τιµής Ολοκληρωτικού Λογισµού ) 

Αν  f , g είναι συναρτήσεις ορισµένες και συνεχείς στο [α , β]  και η g διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο 

[α , β] τότε: β] , [αξ  όπου   ,   g(x)dxf(ξ)f(x)g(x)dx
β

α

β

α
∈⋅= ∫∫  

Υπόδειξη : Αφού η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α , β], θα έχει µια µέγιστη τιµή Μ και µια 

ελάχιστη τιµή m και θα ισχύει: g(x)Mg(x)f(x)g(x)mβ][α,xκάθε γιαMf(x)m ⋅≤⋅≤⋅⇒∈≤≤  , άρα  

M

g(x)dx

g(x)dxf(x)

mg(x)dxMg(x)dxf(x)g(x)dxm β

α

β

α
β

α

β

α

β

α
≤

⋅

≤⇒⋅≤⋅≤⋅

∫

∫
∫∫∫  

Άρα υπάρχει  ∫∫
∫

∫
⋅=⋅⇒

⋅
=∈

β

α

β

α
β

α

β

α g(x)dxf(ξ)g(x)dxf(x)  

g(x)dx

g(x)dxf(x)
f(ξ)  µε  β] , [αξ

 

 

Άσκηση 4:  

Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα, συνεχής και στρέφει τα κοίλα άνω στο διάστηµα [α , β], 

τότε: ∫ +
⋅<<

β

α 2
f(β)f(α)

α)-(βf(x)dxα)f(α)-(β   

Υπόδειξη : Να κάνετε γεωµετρική απόδειξη 
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Άσκηση 5: 

Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα, συνεχής και στρέφει τα κοίλα κάτω στο διάστηµα [α , β], 

τότε: ∫ <<
+

⋅
β

α
α)f(β)-(βf(x)dx

2
f(β)f(α)

α)-(β   

Υπόδειξη : Να κάνετε γεωµετρική απόδειξη 

 

Άσκηση 6:  

Να αποδείξετε ότι: 0
1

0
2 συν11dx

x1
ηµx

−<
+

∫    και   
5
6

dxx1
1

0

4 ≤+∫  

Υπόδειξη : Από τη γενίκευση του θεωρήµατος µέσης τιµής έχουµε: 

[ ] 01
0

1

0
22

1

0
2 συν11συνx

ξ1

1
ηµxdx

ξ1

1
dx

x1

ηµx
  :[0,1]ξΥπάρχει −<−

+
=

+
=

+
∈ ∫∫  

Αν θεωρήσουµε 1g(x)  και  x1f(x) 4 =+=  από την άσκηση 2 έχουµε: 

( )
5
6

5
x

x)dxx(1dx1dxx1dxx1
1

0

51

0

4
1

0

224
1

0

1

0

4 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+=⋅+≤+ ∫∫∫∫  

 

Άσκηση 7:  

Να αποδείξετε ότι:  edxe1
1

0

x2
<< ∫

Υπόδειξη :  ∫∫∫ ⇒<<⇒<<⇒<<⇒<<
1

0

1

0

x
1

0

1x02 edx dxe1dx  eee  1x0  1x0
22

edxe1
1

0

x2
<< ∫

 

Άσκηση 8:  

Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής σε ένα διάστηµα ∆, να αποδείξετε ότι: 

γβα  µε  ∆γβ,α,   κάθε   για ∆|f  f(x)dx
β-γ

1
f(x)dx

α-β
1 γ

β

β

α
<<∈↑⇔≤ ∫∫  
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Υπόδειξη : Θεωρώ τη συνάρτηση f ορισµένη και συνεχή στο [α , β] οπότε από το θεώρηµα της µέσης 

τιµής θα υπάρχει ξ1 στο διάστηµα αυτό µε 
α-β

f(x)dx
)f(ξ   α)(β)f(ξf(x)dx

β

α
1

β

α
1

∫
∫ =⇔−⋅= . Όµοια για την f 

στο διάστηµα [β , γ] θα υπάρχει ξ2 στο διάστηµα αυτό µε 
α-β

f(x)dx
)f(ξ 

β

α
2

∫
= .  

 Αν η f είναι αύξουσα θα έχουµε:  f(x)dx
β-γ

1
f(x)dx

α-β
1

  )f(ξ)f(ξ ξξ
γ

β

β

α
2121 ∫∫ ≤⇒≤⇒≤  

 Αντίστροφα αν 212

γ

β
1

β

α
ξξ  µε  )f(ξ )f(ξf(x)dx 

β-γ
1

f(x)dx
α-β

1
≤≤⇒≤ ∫∫  και άρα η f είναι 

αύξουσα στο διάστηµα ∆. 

 

Άσκηση 9:  

Να αποδείξετε ότι:  
4

2)(ee
lnx
xdx

1e
1

e
2e

e

2
2

+
<

−
< ∫  

Υπόδειξη : Θεωρώ τη συνάρτηση: ]e , [e |
lnx
x

f(x) 2=  που είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα 

[e , e2] µε 
xln

lnx)lnx(2
x
1

(x)f  και  
xln
1lnx

(x)f 42

−
=′′

−
=′  

Έτσι: . Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα και στρέφει τα κοίλα 

άνω στο διάστηµα [e , e

]e , [e x  κάθε  για0(x)f  και  0(x)f 2∈≥′′≥′
2] , οπότε από την άσκηση 4 προκύπτει ότι: 

...    
2

)f(ef(e)
e)(e

lnx
xdx

e)(ef(e)
2

2
e

e

2
2

⇔
+

⋅−<<−⋅ ∫  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ Cauchy :  

Αν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο κλειστό διάστηµα [α , β] , παραγωγίσιµες στο ανοικτό 

διάστηµα (α , β) µε  και , g(β)g(α) ≠ β),(α xκάθε για0g(x) ∈≠

τότε υπάρχει 
(ξ)g
(ξ)f

g(α)-g(β)
f(α)-f(β)

  ώστε  β) , (αξ
′
′

=∈  
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Σχόλιο : Το θεώρηµα ισχύει και όταν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο [α , β] και παραγωγίσιµες  

             στο (α , β). Τότε υπάρχει  (ξ)fg(α)]-[g(β)(ξ)gf(α)]-[f(β):β),(αξ ′⋅=′⋅∈
Υπόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση  β],[α διάστηµα στο  f(α)]-[f(β)g(x)-g(α)]-[g(β)f(x)h(x) ⋅⋅=  

που είναι συνεχής στο [α , β] παραγωγίσιµη στο (α , β) και 

g(α)f(β)-g(β)f(α)f(α)]-[f(β)g(α)-g(α)][g(β)f(α)h(α) ⋅⋅=⋅−⋅=  

g(α)f(β)-g(βf(α)f(α)]-[f(β)g(β)-g(α)][g(β)f(β)h(β) ⋅⋅=⋅−⋅=  

Από το θεώρηµα Rolle υπάρχει ......0(ξ)h :ώστε β) , (αξ ⇔=′∈  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ : 

Αν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο κλειστό διάστηµα [α , β] , µε  , 

τότε υπάρχει  

β),(α x κάθε  για0g(x) ∈≠

∫ ∫⋅=⋅∈
β

α

β

α
f(x)dxg(ξ)g(x)dxf(ξ)   :ώστε    τέτοιοβ) , (αξ

Υπόδειξη : Θεωρούµε τις συναρτήσεις:  που 

είναι παραγωγίσιµες µε . Έτσι από το θεώρηµα Cauchy έχουµε ……  

∫∫ ∈==
x

α

x

α
β] , [α  xµεg(t)dt   G(x)   και   f(t)dtF(x)

g(x)(x)G   και   f(x)(x)F =′=′
Σχόλιο : Αν g(x)=1 …. προκύπτει το θεώρηµα της µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού. 

 

Άσκηση 10:  

Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής και αύξουσα στο διάστηµα [0 , α] και 

  ,  να αποδείξετε ότι: 0α  µε  α] , [0  x,  f(t)dxF(x)
x

0
>∈= ∫ f(0)

2
α

F(x)dx
2x

0
⋅≥∫  

Υπόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση G(x)=x στο διάστηµα [0 , α]. Προφανώς οι F , G είναι 

παραγωγίσιµες στο διάστηµα αυτό µε G΄(x)=1 και F΄(x)=f(x). Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα 
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υπάρχει 

2
α

F(x)dx

ξ

f(t)dt

 

 

dx

F(x)dx

ξ
F(ξ)

  F(x)dxξdxF(ξ)  F(x)dxG(ξ)G(x)dxF(ξ)   :ώστε    τέτοιοβ) , (αξ

2

α

0

ξ

0

α

0

α

0
α

0

α

0

α

0

α

0

∫∫

∫

∫
∫ ∫∫ ∫

=⇔

⇔=⇔⋅=⋅⇔⋅=⋅∈
 

Η f όµως είναι αύξουσα στο διάστηµα [0 , α] και άρα και στο [0 , ξ] µε ξ>0 , οπότε 

f(0)
ξ

ξf(0)
ξ

f(0)dt

ξ

f(t)dt
  f(0)dtf(t)dt   ξ] , [0  t,  f(0)f(t)

ξ

0

ξ

0
ξ

0

ξ

0
=≥≥⇒≥⇒∈≥

∫∫
∫∫  

Άρα   f(0)
2
α

F(x)dx  f(0)

2
α

F(x)dx 2α

0
2

α

0 ⋅≥⇒≥ ∫
∫

 

 

Άσκηση 11: 

Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α , β] και η συνάρτηση f΄ είναι συνεχής στο 

διάστηµα [α , β] , να αποδειχθεί ότι υπάρχει ∫ +
≤+⋅′∈

ξ

α 2
βα

ξf(t)dt(ξ) f   :ώστε    τέτοιοβ) , (αξ  

Υπόδειξη : Θεωρούµε τις συναρτήσεις  στο διάστηµα [α , β] που 

είναι συνεχείς. Άρα  

∫ =+⋅′=
x

α
1G(x)x  και  f(t)dt(x) f F(x)

⇔−⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅′=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⇔−⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅′=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′⇔

⇔⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅′=⇔⋅=⋅∈

∫∫ ∫∫∫∫ ∫

∫∫∫∫ ∫

α)(βξf(t)dt(ξ) f  dxf(t)dtf(x)
2

x
f(t)dtf(x)  α)(βξf(t)dt(ξ) f dx xf(t)dt(x) f  

dxξf(t)dt(ξ) fF(x)dx  G(x)dxF(ξ)F(x)dxG(ξ)   :ώστε    τέτοιοβ) , (αξ   υπάρχει θα

ξ

α

β

α

x

α

β

α

2x

α

ξ

α

β

α

x

α

β

α

ξ

α

β

α

β

α

β

α

α)(βξf(t)dt(ξ) f 
2
αβ

α)(βξf(t)dt(ξ) f (x)dxf
2
αβ ξ

α

22ξ

α

β

α

2
22

−⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⋅′≥

−
⇔−⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⋅′=−

−
⇔ ∫∫∫   ……………… 
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Άσκηση 12: 

Να αποδειχθεί ότι: ( )∫∫ +⋅
+

<⋅
4
π

0

ν2
2

4
π

0

ν xdxσυνx1
π16

4π
xdxηµx  

Υπόδειξη : Θεωρούµε τις συναρτήσεις  στο διάστηµα 

(0 , π/4). Άρα υπάρχει ξ στο διάστηµα αυτό τέτοιο ώστε: 

0x)συνx(1g(x)x   και   xηµf(x) ν2ν ≠+==

ξεφ
ξ1

ξ

ξσυν)ξ(1

ξηµξ

xdx)συνx(1

xdxxηµ

xdxxηµξσυν)ξ(1xdx)συνx(1ξηµξf(x)dxg(ξ)g(x)dxf(ξ)

ν
2ν2

ν

4
π

0

ν2

4
π

0

ν

4
π

0

νν2
4
π

0

ν2ν
4
π

0

4
π

0

⋅
+

=
⋅+

⋅
=

+

⇔

⇔⋅⋅+=+⋅⋅⇔⋅=⋅

∫

∫

∫∫∫∫

 

Όµως αφού το ξ είναι σηµείο του διαστήµατος (0 , π/4) θα έχουµε 
22

4
π

1

4
π

ξ1
ξ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
<

+
 ( προκύπτει από 

τη µονοτονία της ]
4
π

 , [0 διάστηµα στο  
x1

x
h(x) 2+

=  )  ……………………………………………………….. 

 

Άσκηση 13: 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α , β] µε α.β > 0 , να αποδειχθεί ότι : 

)α(β
3ξ
f(ξ)

f(x)dx : ώστε  β) , (αξυπάρχει  33
β

α
2 −⋅=∈ ∫  

Υπόδειξη :  ∫∫∫∫ ⋅=⋅⇔
−

⋅=⋅⇔−⋅=
β

α

2
β

α

2
33β

α

233
β

α
2 dxxf(ξ)f(x)dxξ  

3
αβ

f(ξ)f(x)dxξ  )α(β
3ξ
f(ξ)

f(x)dx  

Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x)=x2 στο διάστηµα [α , β]. Έτσι από προηγούµενο θεώρηµα έχουµε: 

)α(β
3ξ
f(ξ)

f(x)dxdxxf(ξ)f(x)dxξg(x)dxf(ξ)f(x)dxg(ξ) 33
2

β

α

β

α

2
β

α

2
β

α

β

α
−⋅=⇔⋅=⋅⇔⋅=⋅ ∫∫∫∫∫  
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