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II. Εφαρµογή των ιδιοτήτων:  
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III. Παραµετρικά όρια : 
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IV. Τριγωνοµετρικά όρια: 
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V. Κριτήριο σύγκρισης ή παρεµβολής: 

 

1. Αν για τη συνάρτηση f|R  ισχύει:  

να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0 δηλ.  
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VI. Αλλαγή µεταβλητής:  
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VII. Σύνθεση συναρτήσεων ( δηλ. αντικατάσταση ):  
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VIII. Απόλυτες τιµές ή πολλαπλός τύπος της συνάρτησης 
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lim

−+−
−

→
 321x x2xx

3x
lim

−+

−
→ 1032

52
xx

xx

1x
lim

−+
−

→
 

9x6x
5x

lim
9x +−

−
→  4x4x

1xx2

4x
lim +−

+−
→

 1x33xx

xx
31x

lim
−+−

−
→

 

2. ∆ίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση f µε f(3)=6, η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

R  x,  3)f(x)(x1)xf(x ∈−=− . 

 Να προσδιορίσετε τον τύπο της f. 

 Να βρείτε το όριο:  
13x3xx

f(x)
231x

lim
−+−→

Υπόδειξη :  

 Θέτοντας x=0 , x=3 , x=1, βρίσκουµε : f(0)=0 , f(2)=0 , f(1)=0 και άρα 

R  x,  2)g(x)1)(xx(xf(x) ∈−−=  



Προσδιορισµός της g : 

R x κάθε  για2)g(x)-1)(x-3)x(x-(x1)-3)g(x-2)(x-1)(x- x(x 3)f(x)(x1)xf(x ∈=⇔−=− και 

εποµένως g(x)=g(x-1). Έτσι: g(1)=g(0) , g(2)=g(1)=g(0)  και γενικά g(ν)=g(0) για κάθε 

ν Ν∈ * . Άρα g(x)=g(0)=α , οπότε f(x)=αx(x-1)(x-2) και από τη σχέση f(3)=6 προκύπτει 

α=1. 

 ∞=
−

=
−

=
−+− →→→

 - 
)1(
2)-x(x

)1(
2)-1)(x-x(x

13x3xx
f(x)

21x31x231x
limlimlim

xx
 

 

II. Απροσδιόριστες µορφές: 

 

1. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι ορισµένες στο R και ∞==
→→

 - g(x)f(x) limlim
1x1x

, να 

δείξετε ότι:  

 

0
(x)g(x)f

g(x)f(x)
331x

lim =
+
+

→

2. Θεωρούµε τη συνάρτηση f|R µε ∞+=
−
+

→
   

1f(x)
1f(x)

lim
3x

. Να δείξετε ότι:  

 

1f(x)lim
3x

=
→

3. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g|R µε f(x)>0 και g(x)>0 για κάθε x R∈ . Αν 

0g(x)f(x) limlim
αxαx

==
→→

, να δείξετε ότι: ∞+=
+
+

→
   

(x)g(x)f
(x)g(x)f

33

22

αx
lim  

Υπόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση R x,   
(x)g(x)f
(x)g(x)f

h(x) 33

22
∈

+
+

=  και έχουµε: 

R  x κάθε   γιαg(x)f(x)
(x)g
(x)g

(x)f
(x)f

(x)g(x)f
(x)g

(x)g(x)f
(x)f

h(x)0 2

3

2

3

22

3

22

3
∈+=+≤

+
+

+
=≤ . Όµως 

 0h(x)   0g(x)][f(x) limlim
αxαx

=⇒=+
→→

 και επειδή h(x) > 0 θα είναι: 

+∞=
+
+

⇒+∞=
→→ (x)g(x)f

(x)g(x)f
    

h(x)
1

33

22

αxαx
limlim  

 

III. Παραµετρικά όρια : 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση Rλ  ,  
1464x

λ3)xλ(x
f(x) 234

22
∈

+−+−
++−

=
xxx

. Να υπολογίσετε για 

τις διάφορες τιµές του Rλ ∈  , το  f(x)lim
1x→



Υπόδειξη:  και άρα έχουµε µορφή 2-λλ]λ3)xλ([ 222

1
lim −=++−

→
x

x
)

0
2λλ

(
2 −−

. Έτσι: 

 Αν ) ,  (21)- , (-λ ∞+∪∞∈   τότε +∞=
→

f(x)lim
1x

 

 Αν  τότε 2) , 1(-λ ∈ ∞−=
→

 f(x)lim
1x

 

 Αν λ=-1 τότε +∞=
→

f(x)lim
1x

 

 Αν λ=2 ……………( πλευρικά όρια ) 

 

2. ∆ίνεται η συνάρτηση Rα  ,  
12αxx

αx
f(x) 2

22
∈

+−
+

= . Για ποιες τιµές του α  

είναι  ; 

R∈

∞+=
→

   f(x)lim
1x

Υπόδειξη: Προφανώς η f ορίζεται σε περιοχή του 1 και µάλιστα . Έτσι 0f(x) ≠

f(x)
αx

12αxx
22

2 +
=+− , οπότε 0

f(x)
αx

1)2αx(x
22

1x

2

1x
limlim =

+
=+−

→→
. Άρα 1α01α21 =⇔=+−  

Για α=1 είναι ∞+=
+−

+
=⇒

+−
+

=
→→

...
12xx

1x
f(x)   

12xx
1x

f(x) 2

2

1x1x2

2

limlim  Άρα α=1 

 

3. ∆ίνεται η συνάρτηση Rβ , α   ,   
βxβ

ααx
f(x)

22

22
∈

−−

−+
= . Να βρεθεί το  f(x)lim

0x→

Υπόδειξη: Το όριο έχει τη µορφή ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

-β|β|
-α|α|

. Έτσι έχουµε τις περιπτώσεις: 

 Αν 
2β

|α|α-
...f(x)    τότε,  0ββ|β|0-β|β| lim

0x
==<⇔≠⇔≠

→
 

 Αν    τότε,  0ββ|β|0-β|β| >⇔=⇔=  

Αν 0
βxβ

x-
βxβ επειδή  και 

0
2α-

 µορφή  τηέχουµε   0α0-α|α|
22

2
22 <

+−
=−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

<⇔≠  

είναι ∞=
→

- f(x)lim
0x

 

Αν 
α
β

...

βxβ

x-
ααx

x

f(x)  :άρα  και 
0
0

 µορφή  τηέχουµε   0α0-α|α|

22

2

22

2

−→=

+−

++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

>⇔=  

 



4. Αν Rλ  ,  
1x

3xλx
f(x) 2

22
∈

−
+−

= , να βρείτε το  

 

f(x)lim
1x→

5. Αν Rλ  ,  
96xx
12xλλx

f(x) 2

22
∈

+−
+−

= , να βρείτε το  

 

f(x)lim
3x →

IV. Κριτήριο σύγκρισης ή παρεµβολής: 

 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση f ορισµένη στο διάστηµα ∆=(-1 , 1) ώστε 

0  xµε  ∆  x  κάθε   για1xxf(x)x 22 ≠∈++≥ . Να βρείτε το 

f(x)]32f(x)(x)f[ 2

0x
lim −++

→
 

Υπόδειξη: 0   x,   
1x

f(x)    1xxf(x)x 2

2
22 ≠

++
≥⇔++≥

x
x

. Όµως ∞+=
++

→
  

x
1xx

2

2

0x
lim  και άρα 

∞+=
→

  f(x)lim
0x

. Έτσι 

1
1

(x)f
3

f(x)
2

1

f(x)
3

2

f(x)32f(x)(x)f

(x)f-32f(x)(x)f
f(x)]32f(x)(x)f[

2
0x2

22

0x

2

0x
limlimlim =

+++

+
=

+++

++
=−++

→→→
 

 

2. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g|R µε 

R   x,   5-xg(x)|1-x|   και   3xf(x)2)(x 2 ∈≤+≥− . Να βρείτε τα 

 g(x)   και   f(x) limlim
1x2x →→

 

Υπόδειξη: Έχουµε 1   x,   
|1-x|

5-x
g(x)   και   0   x,   

2)(x
3x

f(x) 2 ≠≤≠
−
+

≥ . Όµως 

+∞=⇒+∞=
−
+

→→
f(x)      

2)(x
3x

limlim
2x22x

 και  −∞=⇒−∞=
−
−

→→
g(x)      

|1x|
5x

limlim
2x1x

 

 

 

V. Απόλυτες Τιµές ή πολλαπλός τύπος της συνάρτησης: 

 



1. Αν Rα  ,  
-α|x|

α3α3αxx
f(x)

22
∈

−+−
= , να βρείτε για τις διάφορες τιµές του 

α, το  limf(x)
α→x

Υπόδειξη: Έχουµε:  

 Αν α<0 τότε: 1
2α-
2α-

  
-α|x|

α3α3αxx
f(x)

22

αxαx
limlim ==

−+−
=

→→
 

 Αν α=0 τότε: 1
|x|
|x|

 
|x|

x
f(x) limlimlim

0x

2

0x0x
===

→→→
 

 Αν α>0 τότε: 

2
1

α]3α3αxxα][[x

2α]α][x[x
 

α]3α3αxxα][|x[|

2α3αxx
  

-α|x|
α3α3αxx

f(x)

22αx

22

22

αx

22

αxαx

lim

limlimlim

−=
++−−

−−

=
++−−

+−
=

−+−
=

→

→→→
 

 

2. Αν Rλ   ,   
|2x|

4xλ3x
f(x)

22
∈

−
−−

= , βρείτε το  f(x)lim
2x→

Υπόδειξη: Έχουµε: 2λ  04)xλ3x 4xλ3xf(x)|2x| 22

2x

22 lim( ±=⇔=−−⇒−−=−
→

 

 Αν +∞=∈
→

f(x)    τότε(-2,2)λ lim
2x

 

 Αν −∞=∉
→

f(x)    τότε(-2,2)λ lim
2x

 

 Αν λ=2 ή λ=-2 τότε δεν υπάρχει το όριο 

3.  

 

3η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ :   } {Rkf(x)lim
  x

∞±∪∈=
∞±→

 

VI. Απροσδιοριστία: 

 

1. Υπολογίστε το όριο  ]26934432[ 222lim ++−+++++
+∞→

xxxxxx
x



Υπόδειξη: Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το R και αφού +∞→x  µπορούµε να 

θεωρήσουµε x>0. Επειδή 0|x|3|x|2|x|9x4xx 222 =−+=−+ , έχουµε απροσδιοριστία 

της µορφής )(0 +∞⋅ . Έτσι: 

3
26

9

2
6

2
34

4

3
4

1
32

1

3
2

3x26x9x

9x-26x9x

2x34x4x

4x-34x4x

x32xx

x-32xx

3x]26x9x[2x]34x4x[x]32xx[f(x)

222

2

22

2

22

2

22

222

+++

+
+

+++

+
+

+++

+
=

=
+++

++
+

+++

++
+

+++

++
=

=−++−−+++−++=

xx

x

xx

x

xx

x

 

Άρα:  1)(lim =
+∞→

xf
x

 

2. Να βρείτε το όριο  2]x32xx[ 2

x
lim −+++

−∞→

Υπόδειξη: Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το R και αφού −∞→x  µπορούµε να 

θεωρήσουµε x<0. Επειδή 0xxxx 2 =+−=+ , βγάζοντας κοινό παράγοντα, έχουµε 

απροσδιοριστία της µορφής )(0 +∞⋅ . Έτσι: 

3f(x)

2
1

x
3

x
2

1

x
3

2
2

1
x
3

x
2

1x

x
3

2x
2

x32xx

x-32xx
2]x32xx[f(x)

lim
x

22

2

22
2

−=

⇒−
+++

+
−=−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=−

−++

++
=−+++=

−∞→

 

VII. Παραµετρικά όρια : 

 

1. Αν 14xσυνθ42xx32xxf(x) 22 +++−+++= , να βρείτε τις τιµές του 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∈
2
π

 , 0θ  ώστε το f(x)lim
x −∞→

 να είναι πεπερασµένο. 

Υπόδειξη: Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το R και αφού −∞→x  µπορούµε να 

θεωρήσουµε x<0. Έτσι: 

  
x
1

-4συνθ
x
4

x
2

1
x
3

x
2

1-x14xσυνθ42xx32xxf(x) 22
22 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+++=+++−+++=

Όµως ( )2συνθ12
x
1

-4συνθ
x
4

x
2

1
x
3

x
2

1 22x
lim −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+++

−∞→
 



 Αν +∞=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∈⇔<⇔>−
∞→

f(x)    
2
π

 , 
3
π

θ
2
1

συνθ02συνθ1 lim
-χ

 

 Αν −∞=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∈⇔>⇔<−
∞→

f(x)    
3
π

 , 0θ
2
1

συνθ02συνθ1 lim
-χ

 

 Αν  
3
π

θ
2
1

συνθ02συνθ1 =⇔=⇔=− , τότε: 

( ) ( )

1
1

4
x
2

1

x
2

2

1
3

x
2

1

x
3

2

 1   x42xx      x32xx12x42xx32xxf(x)

22

2222

+
++−

−
+

+++

+
−=

=+++−++++=+++−+++=

xx

 

Άρα  1f(x)lim
x

=
−∞→

 

2. Να βρείτε το πολυώνυµο Ρ(x) αν είναι γνωστό ότι: 3
12xx

P(x)
2x

lim =
+−−∞→

 και 

R  x κάθε   για3
12xx

P(x)
02xx

lim
0

∈=
+−→

. 

Υπόδειξη: Προφανώς το Ρ(x) είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ( ; ) και έστω ότι έχει τη 

µορφή . Τότε: 0α   ,   γβxαxP(x) 2 ≠++=

3α   άρα   και   α
12xx
γβxαx

12xx
P(x)

2

2

χ2χ
limlim ==

+−
++

=
+− −∞→−∞→

 

Επειδή R
12xx

P(x)
  και  01)2x(x 21x

2

1x
limlim ∈

+−
=+−

→→
, πρέπει 

3--β  γ  0γβ3   0P(x)lim
1x

=⇔=++⇔=
→

 

1x
β1)3(x

1)(x
3-ββx3x

12xx
P(x)

limlimlim
1x2

2

1x21x −
++

=
−

−+
=

+− →→→
. Πρέπει ξανά 

3είναι  όριο     και το6 -   β    0β1)[3(xlim
1x

=⇔=++
→

. Άρα α=3 , β=-6 , γ=3. 

 

VIII. Τριγωνοµετρικά όρια: 

1. Να βρείτε το όριο  
συνxx
ηµx2x

2

2

  x
lim

+
−

∞+→



Υπόδειξη: Η  f ορίζεται στο (2 , +∞  ) και άρα έχει έννοια το όριο. Έτσι: 

2

2

2
2

2
2

x
συνx

1

x
ηµx

2

)
x
συνx

(1x

)
x
ηµx

(2x
f(x)

+

−
=

+

−
= . Όµως  

x
1

  |
x
συνx

|  και  
x
1

  |
x
ηµx

| 2222 ≤≤  και επειδή 0
x
1
2  x

lim =
∞+→

 

θα έχουµε 0=
x
συνx

x
ηµx

22 limlim =
+∞→+∞→ xx

. Άρα  2)(flim
  x

=
∞+→

x

 

IX. Κριτήριο σύγκρισης ή παρεµβολής: 

 

1. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g|R µε 1
g(x)
f(x)

lim
x

=
+∞→

. Αν η g είναι φραγµένη, να 

δείξετε ότι: . 0g(x)][f(x)lim
x

=−
+∞→

Υπόδειξη: Αφού η g είναι φραγµένη, θα υπάρχει Μ>0 ώστε |g(x)|<0 για κάθε x R∈ . Έχουµε 

0
g(x)

g(x)-f(x)
  0 1

g(x)
f(x)

  1
g(x)
f(x)

limlimlim
xxx

=⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⇔=
+∞→+∞→+∞→

.  

Θέτουµε R  x,  g(x)h(x)g(x)-f(x)  και  0h(x)    h(x)
g(x)

g(x)f(x)
lim

x
∈==⇒=

−
+∞→

 και εποµένως 

R  x,  |h(x)|M|h(x)||g(x)||g(x)f(x)| ∈≤=− . Επειδή 0g(x)][f(x)    0Mh(x) limlim
xx

=−⇒=
+∞→+∞→

. 

 

2. Αν η συνάρτηση   R) , (0:f →∞+  είναι φραγµένη και έχει την ιδιότητα 

0y   x,,   yf(x)xf(y))f(xy)yx( >+=+ , να δείξετε ότι: 0f(x)lim
x

=
+∞→

. 

Υπόδειξη: Για y=x έχουµε …. R  x κάθε  για
x

)f(x
f(x)

2
∈= . Επειδή η f είναι φραγµένη υπάρχει 

Μ>0 ώστε: . Άρα 0  x,  M|)f(x|    0  x κάθε  γιαM|f(x)| 2 >≤⇒>≤
x

M
  

x
)f(x

f(x)
2

≤=  και επειδή 

0f(x)      0
x

M
limlim

xx
=⇒=

+∞→+∞→
 

 

3. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g|R για τις οποίες ισχύει: 

R  x  κάθε   για2f(x)(x)]g(x)x[f 22 ∈≤+ . Να αποδείξετε ότι: 

0g(x)  και  0f(x) limlim
xx

==
+∞→+∞→

 



Υπόδειξη: Αφού +∞→x  µπορούµε να θεωρήσουµε x>0 και έτσι: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤

≤≤

⇒≤+⇔≤−+⇔≤+

2
2

2
2

2
222222

1
)(0

1
] 

x
1

-f(x) [0

  
x
1

(x)g] 
x
1

-f(x) [  0
x

f(x)
2(x)g(x)f    2f(x)(x)]g(x)x[f

x
xg

x

Επειδή 0g(x)  και  0]
x
1

[f(x)  0
x
1

limlimlim
xx2x

==−⇒=
+∞→+∞→+∞→

 και άρα 

0]
x
1

)
x
1

-[(f(x)f(x) limlim
xx

=+=
+∞→+∞→

 

 

X. Αλλαγή µεταβλητής: 

1. Αν η µη σταθερή συνάρτηση f|R έχει την ιδιότητα: 

Ry  x,,  2f(x)f(y)y)f(x ∈=+ , να δείξετε ότι: 

 f(x) >  R  x  κάθε  για0 ∈

 lim  +∞=⇔=
+∞→−∞→

f(x)    0f(x) lim
xx

Υπόδειξη: 

 Για x=y=0 από την υπόθεση προκύπτει: 
2
1

f(0)  ή  0f(0)(0)2ff(0) 2 ==⇔= . Έτσι 

αν f(0)=0 τότε για y=0 έχουµε f(x)=0 δηλ. η f είναι σταθερή , άτοπο. Εποµένως 

2
1

f(0) =  

           Για 0)
2
t

(2ff(t)    
2
t

yx 2 ≥=⇒==  

         Αν υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει κ ώστε f(κ)=0, τότε:   

         άτοπο.  ,  R  x  κάθε  για0κ)f(κ)2f(xκ]κ)f[(xf(x) ∈=−=+−=  Εποµένως  

         R  x  κάθε  για0f(x) ∈> . 

 Για y=-x προκύπτει 
f(x)
1

x)f(
4
1

x)f(x)f( =−⇔=−  

    Αν  ,   
4f(y)

1
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