Ρυθμός Μεταβολής
ΣΧΟΛΙΑ: 

Έστω y=f(x),μία συνάρτηση που ορίζεται σε ένα διάστημα Δ, και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0  του Δ. Η παράγωγος της συνάρτησης στο σημείο αυτό ονομάζεται ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ ΤΟΥ y ΩΣ ΠΡΟΣ x στο σημείο x0  του Δ  και παριστάνεται με  f ΄(x0) ,  ή    dy/dx|x=xo  ,   ή  df(x)/dx|x=xo .
Διευκρινήσεις :
1.    Στο  dy/dx  το x δηλώνει ανεξάρτητη μεταβλητή και στη γενική περίπτωση 

 δηλώνει συνάρτηση. Συνάρτηση συμβολίζει και το dy/dx όπου x , y είναι οι
 μεταβλητές της συνάρτησης από την οποία προήλθε , ενώ το  dy/dx|x=xo ή το 
 df(x)/dx|x=xo, δηλώνει αριθμό (παράγωγος αριθμός ή "στιγμιαίος ρυθμός
 μεταβολής").
 

2.    Αν τα x , y δηλώνουν τη συνάρτηση θέσης και την ταχύτητα ενός υλικού 

 σημείου Σ που κινείται κατά μήκος μιας καμπύλης , τότε αν το Σ δεν αλλάζει την 

 φορά της κίνησης το y μπορεί να είναι συνάρτηση ως προς x και το  dy/dx ,  έχει νόημα. 
Αν όμως το Σ αλλάζει φορά τότε το y δεν μπορεί να είναι συνάρτηση ως προς x και  το  dy/dx ,  δεν έχει πάντοτε νόημα.  

Μπορούμε να ξεπεράσουμε το πρόβλημα αυτό περιορίζοντας το y σε ένα διάστημα  Δ ώστε να είναι συνάρτηση ως προς x στο διάστημα αυτό.  

 

3.    Στα προβλήματα πολλές φορές παρουσιάζονται σχέσεις της μορφής f(x,y) που  συνδέουν τα x , y. Είναι δυνατόν η σχέση αυτή να μη δίνει το y σαν συνάρτηση του x ή να μη λύνεται , ή να λύνεται με περισσότερους από έναν τύπους ως προς y, όπως για παράδειγμα είναι οι :y2=2px ,  x2+y2=1 ,κ.λ.π.
 Ανάλογα ισχύουν και όταν τα x , y είναι συνεχείς συναρτήσεις μιας μεταβλητής t 

 δηλ. x=f(t) , y=g(t). Μπορεί να μην είναι γνησίως μονότονες στο πεδίο ορισμού τους  ώστε να αντιστρέφονται για να βρούμε τελικά το y σαν συνάρτηση του x. Δηλαδή η  απαλοιφή του t να μην δίνει συνάρτηση. Μπορούμε να αποφύγουμε αυτού του  είδους τα προβλήματα χρησιμοποιώντας το συμβολισμό του J.L. Lagrange (1772).
 Γενικά η χρήση του κλασικού συμβολισμού (gof)΄(x)=g´(f(x))f΄(x)  είναι 

 πολυπλοκότερη από την εφαρμογή του κανόνα της αλυσίδας 

 dy/dx = (dy/du)(du/dx) 

 όπου y=g(u) , u=f(x)  (χωρίς να θεωρούμε ότι έγινε απλοποίηση). 

 

4.    Παρατηρούμε ακόμη ότι dy(t)/dx = y΄(t) / x΄(t) δηλαδή ο ρυθμός 

 μεταβολής μιας συνάρτησης ως προς μια άλλη είναι ίσος με το λόγο των 

 ρυθμών μεταβολής τους ως προς την κοινή ανεξάρτητη μεταβλητή τους. 

 

Τέλος ας προσέξουμε ότι αν δύο ή περισσότερες παραγωγίσιμες συναρτήσεις
 συνδέονται με μια ισότητα για να βρούμε το ζητούμενο ρυθμό μεταβολής
 παραγωγίζουμε τα δύο μέλη . Στη διαδικασία αυτή εννοούμε ότι η ισότητα f(x)=g(x)
 σημαίνει ότι η f(x) και η g(x) είναι δύο τύποι της ίδιας συνάρτησης . Έτσι αν
 ax2+b=4x2+1  παραγωγίζοντας παίρνουμε 2ax=8x . Δε μπορούμε όμως να
 παραγωγίσουμε την x2=4 ( που είναι εξίσωση και αληθεύει για δύο μόνο τιμές ) . 

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΓΙΑ ΤΙΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
· Σχεδιάστε ένα κατάλληλο σχήμα γιατί η γεωμετρική μορφή του φαινομένου δεν αλλάζει με το χρόνο . 

 

· Συμβολίστε τις ποσότητες που μας ενδιαφέρουν τη χρονική στιγμή t . 

 

· Από τα δεδομένα του προβλήματος και με τη βοήθεια γνωστών σχέσεων βρείτε 

       μια ισότητα που ισχύει για κάθε t.
 

· Παραγωγίζοντας , βρείτε μια εξίσωση που περιέχει το ζητούμενο ρυθμό 

         μεταβολής .
 

· Λύστε την εξίσωση ως προς το ρυθμό μεταβολής , που ζητάτε και 

      αντικαταστήστε τα δεδομένα που ισχύουν κατά τη δεδομένη χρονική στιγμή .
  
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 : Αν y(t) , x(t) είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις για τις 

 οποίες ισχύει x2(t)+y2(t)=1 , να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής   dy/dx.
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 :  Αν x2+y2 =1 , να βρεθεί το  dy/dx .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 : Αν είναι γνωστό ότι x=ασυνt και y=αημt,  a>0 , να βρεθεί
 το dy/dx .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 : Ένα σημείο Α κινείται στη γραφική παράσταση της
 συνάρτησης y x2-2x , και όταν βρίσκεται στο σημείο (2,0) το x αυξάνεται με ρυθμό
 dx/dt=3cm/sec . Να βρεθεί το dy/dt και να ερμηνευθεί το αποτέλεσμα . 
Μετά να βρεθεί σε ποια θέση οι δύο ρυθμοί μεταβολής είναι ίσοι .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 : Το ύψος του νερού σε ένα κυλινδρικό δοχείο ανεβαίνει με
 ρυθμό (10/π)cm/sec . Αν η ακτίνα της βάσης του δοχείου είναι 80cm , να
 υπολογίσετε τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνει ο όγκος του νερού .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 (Θέμα εξετάσεων) : Δίνεται η ορθή γωνία xOy και το
 ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 10m του οποίου τα άκρα Α και Β ολισθαίνουν πάνω
 στις πλευρές Oy ,Ox αντίστοιχα . Το σημείο Β κινείται με σταθερή ταχύτητα
 U=2m/sec και η θέση του πάνω στον άξονα Οx δίνεται από τη συνάρτηση s(t)=Ut 
 όπου t ο χρόνος σε sec ,   0 < t <  5 .
1.    Να βρεθεί το εμβαδόν E(t) του τριγώνου ΑΟΒ ως συνάρτηση του χρόνου. 
2.    Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού E(t) τη στιγμή κατά την οποία το
       μήκος του τμήματος ΟΑ είναι 6m .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 : Έστω E(α),το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη
 γραφική παράσταση της συνάρτησης y=f(x)=x3 , τον άξονα y´y και την ευθεία y=a ,
 a > 0 . Αν η ευθεία αυτή κινείται κάθετα στον y΄y κατά τη θετική φορά αυτού ( δηλ.
το a τείνει στο άπειρο ), και με ταχύτητα 4m/sec , να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής
 του εμβαδού E(α), όταν a=27 .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 8 : Ένα σημείο Α κινείται στον ημιάξονα ΟΧ με ταχύτητα
 u=2m/sec . Αν Β(0,10) , να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας ΟΒΑ=u , ως
 προς το χρόνο , κατά την χρονική στιγμή που το Α βρίσκεται στο σημείο (20,0) .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 9 : Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex ,και τα σημεία , Α , Β της
 γραφικής της παράστασης στις θέσεις με τετμημένες αντίστοιχα  x , x+1 .
1.Να προσδιορισθεί το x < 0 , ώστε το εμβαδόν E(x) του τριγώνου ΑΟΒ όπου
 Ο(0,0) να γίνεται μέγιστο και να βρεθεί το limE(x) ( όταν χ τείνει στο άπειρο ).
2.Αν το x μειώνεται με ταχύτητα 2cm/sec , να υπολογισθεί ο ρυθμός μεταβολής
 του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ τη χρονική στιγμή κατά την οποία είναι x=-4 .
 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10 : Ένα μπαλόνι ανεβαίνει κατακόρυφα με σταθερή ταχύτητα
 1m/sec. Ένα αυτοκίνητο περνά κάτω από το μπαλόνι όταν αυτό βρίσκεται σε ύψος
 39m και κινείται κατά μήκος ενός ίσιου δρόμου με σταθερή ταχύτητα u=30m/sec .
 Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης αυτοκινήτου - μπαλονιού στο
 πρώτο δευτερόλεπτο της κίνησης.

                                                                                       

