
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΟΥ ΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΜΕ 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

ΣΧΟΛΙΑ : 

        Είναι γνωστό ότι για µια συνεχή συνάρτηση f(t) σε ένα διάστηµα ∆ , το 

ολοκλήρωµα   ορίζει έναν ∫=
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)()( 0
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a
dttfxF πραγµατικό αριθµό  όπου xo 

είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο του ∆ και α ένα αυθαίρετο αλλά σταθερό 

όµως σηµείο του ∆. 

        Αν τώρα σε κάθε σηµείο xo του ∆ αντιστοιχίσουµε τον µοναδικό 

πραγµατικό αριθµό ,  τότε ορίζεται µια νέα συνάρτηση µε 

πεδίο ορισµού το ∆, τιµές στο R και τύπο  . 
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        Στον τύπο αυτής της συνάρτησης , µε το χ συµβολίζουµε την 

ανεξάρτητη µεταβλητή της , ενώ µε το t την µεταβλητή ολοκλήρωσης. 

  

ΘΕΩΡΗΜΑ : Έστω µια συνεχή συνάρτηση f(t) σε ένα διάστηµα ∆ , µε xo 

ένα οποιοδήποτε σηµείο του  ∆ και α ένα αυθαίρετο αλλά σταθερό όµως 

σηµείο του ∆ . Τότε η συνάρτηση όπως ορίσθηκε παραπάνω   
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dttfxF )()( , είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και για κάθε χ του ∆ ισχύει:  
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        Μέσα από το θεώρηµα αυτό φαίνεται η σχέση µεταξύ της 

παραγώγισης και της ολοκλήρωσης . 

        Επίσης βλέπουµε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f είναι παράγωγος 

µιας άλλης συνάρτησης F που είναι  και αυτή συνεχής. Η συνεχής 

αυτή συνάρτηση f ορίζει µε µοναδικό τρόπο την παραγωγίσιµη συνάρτηση 

 F χωρίς να ισχύει το αντίστροφο (διότι για κάθε σταθερά c του R 

ισχύει (F(x)+c)´ =f(x)) . 

        Τέλος, ας παρατηρήσουµε ότι :   (αφού 

εκφράζουν  διαφορετικά εµβαδά στο  καρτεσιανό επίπεδο). Όµως ισχύει : 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Μπορούµε να γενικεύσουµε το προηγούµενο θεώρηµα 

όπως  παρακάτω :  

        Αν f είναι συνεχής συνάρτηση και g παραγωγίσιµη στο ∆ τότε η 

    είναι παραγωγίσιµη στο ∆ µε 

F´(x)=f(g(x))
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Απόδειξη : Αν  και H(g(x))=F(x)  ⇒   

(H(g(x)))΄=F΄(x)  ⇒ f(g(x))g´(x)=F΄(χ)  . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΑΣΚΗΣΗ 1 :  

I. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και , 

x∈R τότε να βρεθεί η τιµή της F΄΄ στη θέση χ=1 στην περίπτωση 

που είναι f(1)=995  και f΄(1)=5 . 
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II. Αν είναι f(x) > 0 και (f2(x))΄ > 0 για κάθε χ > 0  τότε : Να 

αποδειχθεί ότι F΄(1995) > F´(1994)  

Να βρεθούν οι τιµές του K,  K > 6 / 5  για τις οποίες αληθεύει η ισότητα 
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ΑΣΚΗΣΗ 2 :  

Ορίζουµε τη συνάρτηση  f(x)=ln[(ex-1)/x ]  ,  x > 0 

• Να αποδειχθεί ότι :f(x) > 0 

• Να υπολογισθεί το  ∫
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• Να παραγωγιθεί η συνάρτηση ∫
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ΑΣΚΗΣΗ 3 :  

∆ίνεται η συνάρτηση : ∫
−
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ΑΣΚΗΣΗ 4 :  

1. Να βρεθεί ο τύπος µιας συνεχούς συνάρτησης f που ικανοποιεί 

την ισότητα : F(x)=x  µε  για 

κάθε x < 0  
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2. Αν για την ταχύτητα U(t) ενός κινητού που κινείται πάνω σε ένα 

άξονα  συντεταγµένων είναι U(t)=f(t)  σε m/sec , να βρεθεί το 

διάστηµα που  διανύει το κινητό από τη χρονική στιγµή t=3sec 

µέχρι τη στιγµή t=15sec . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 : 

 

Ένα σωµατίδιο κινείται πάνω σε έναν άξονα συντεταγµένων µε επιτάχυνση  

γ(t)=4 / (4-t)2 cm/sec2. 

Να υπολογισθεί το διάστηµα που διανύει το σωµατίδιο µεταξύ των χρονικών 

στιγµών  t=1sec  ,  t=2sec αν είναι γνωστό ότι η ταχύτητα του σωµατιδίου τη 

χρονική στιγµή  t=0sec είναι 2cm / sec . 



ΑΡΤΙΕΣ ......ΠΕΡΙΤΕΣ ......ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΕΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

  

ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 

Π1 : Αν η συνάρτηση f | [-α , α]  είναι συνεχής και περιττή τότε :   

        ∫
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x=-t στο  ολοκλήρωµα   έχουµε 

 και η  (1) γίνεται : 
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Π2 : Αν η συνάρτηση f | R είναι περιττή και συνεχής , τότε η συνάρτηση 

  είναι άρτια .  ∫=
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ΑΠΟ∆. Το πεδίο ορισµού της F είναι το R και άρα 
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 Π3 : Αν η συνάρτηση  f | [-α , α] είναι άρτια και συνεχής , τότε : 
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ΑΠΟ∆. Έχουµε : ∫ ∫∫
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Π4 : Αν η συνάρτηση  f | [-α , α] είναι συνεχής τότε : 
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Π5 : Αν η συνάρτηση f | R είναι συνεχής , τότε η f | R είναι περιττή αν  και 

µόνο αν ισχύει ∫
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F(x)=  είναι µια παράγουσα της f | R έχουµε : F(x)-F(-x)=c ⇒  ∫
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 F΄(x)-F΄(-x)=0 (1)  και επειδή F´(x)=f(x) η (1) γίνεται f(x)+f(-x)=0 ⇒  

 f(-x)=-f(x)  για κάθε x του R δηλ. περιττή στο R . 

Έστω ότι f(-x) = -f(x) για κάθε x του R .Θα δείξουµε ότι ∫
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Αν ∫
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dttfxH )()(  και  είναι µια παράγουσα της f | R 

έχουµε  H(x)=F(x)-F(-x) δηλ. H΄(x)=F΄(x)+F΄(-x)=f(x)+f(-x)=0   . Αφού 

 H΄(x)=0 για κάθε x του R , η H(x) = c για κάθε x του R και έτσι   
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Σηµείωση : Στην πρόταση αυτή θέτοντας χ=0 προκύπτει C=0 και έτσι 

  δηλαδή αποδεικνύεται η Π1 µε άλλο τρόπο . ∫
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Π6 : Αν η συνάρτηση f | [ α , b ] είναι περιοδική µε περίοδο Τ , και 

 συνεχής τότε : ∫ ∫
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ΑΠΟ∆. Προφανώς ισχύει ότι f(x+KT)=f(x) για κάθε α < χ < b και ακόµη  f(x-

KT)=f(x) για κάθε α < χ < b . Θέτοντας t=x+KT έχουµε : 

  ∫ ∫ ∫ ∫
+

+

+

+

+

+
==−=

b

a

KTb

KTa

KTb

KTa

KTb

KTa
dxxfdttfdtKTtfdxxf )()()()(  



Π7 : Αν η συνάρτηση f | R είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο Τ τότε 

 για κάθε ισχύει . ∫ ∫
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Π8 : Αν η συνάρτηση f | [-T/2 , T/2 ]  είναι περιττή και περιοδική στο R  , 

τότε η συνάρτηση  είναι περιοδική µε περίοδο Τ . ∫=
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ΑΠΟ∆. Αρκεί να δείξουµε ότιF(x)=Fx+T)  
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 Σύµφωνα όµως µε την Π7 για κάθε  x του R ισχύει : 

 άρα θα ισχύει και για x=- T/2 . Άρα 
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Π9 : Αν η συνάρτηση f | R είναι συνεχής τότε είναι περιοδική µε περίοδο  Τ 

αν και µόνο αν ∫
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=
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x
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ΑΠΟ∆. Αφού η f | R είναι περιοδική µε περίοδο Τ , για κάθε x του R θα 

 έχουµε f(x+T)=f(x) . Θεωρούµε τη συνάρτηση  

, x∈R που είναι παραγωγίσιµη γιατί η f | R είναι  συνεχής .Θέτουµε 
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T οπότε F(x+T)=R(x+T)-R(x)  δηλ. 

F΄(x+T)=R΄(x+T)-R΄(x) άρα F´(x)=f(x+T)-f(x)= f(x)-f(x)=0   για κάθε x του 

R και άρα F(x) = c και έτσι   ∫ ∫ ∫
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για κάθε χ ∈ R. 
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δηλ.  f(x+T) =f(x)  για κάθε χ του R δηλαδή περιοδική µε περίοδο Τ . 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  

1. Θεωρούµε τη µη µηδενική συνάρτηση f |R µε τις ιδιότητες :     

f(x+y)+f(x-y)=2f(x)f(y)  για κάθε x , y του R και f | R συνεχής . Να 

αποδειχθεί ότι f(0)=1 και ∫∫ ∈⋅=
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ΛΥΣΗ : Επειδή η συνάρτηση είναι µη µηδενική , θα υπάρχει ένας 

 τουλάχιστον πραγµατικός αριθµός z ώστε f(z) διαφορετικό του 0. Για x=z , 

y=0 η  υπόθεση γίνεται f(z)+f(z)=2f(z)f(0) δηλ. f(0)=1  

Για χ=0 από την υπόθεση παίρνουµε f(y)+f(-y)=2f(0)f(y) δηλ. 

 f(y)+f(-y)=2f(y) , άρα f(-y)=f(y)  για κάθε y του R, άρα η f | R είναι 

 άρτια .Επειδή είναι και συνεχής στο R θα είναι και ολοκληρώσιµη 

 Εποµένως θα είναι ολοκληρώσιµη και άρτια στο [-α , α] και τελικά , 

 σύµφωνα µε την Π3 έχουµε : ∫∫ ∈⋅=
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a
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2. Η συνάρτηση R είναι συνεχής στο [-1 , 1] µε R(χ)>0 και  

     R(χ) R(-χ)=1  για κάθε χ του διαστήµατος [-1 , 1] . Να αποδειχθεί ότι:  
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 και  επειδή R(χ) R(-χ)=1 έχουµε : 
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