ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
( Από τον συνάδελφο Κώστα Μυλωνάκη )

ΟΡΙΣΜΟΣ

΄Εστω μια συνάρτηση  f  και 

 ένα σημείο 

 του πεδίου ορισμού της. Θα λέμε ότι η  f  είναι συνεχής στο 

, όταν




Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

 είναι συνεχής στο 0, αφού 



.

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο 

 του πεδίου ορισμού της όταν:

α) Δεν υπάρχει το όριό της στο 

 ή

β) Υπάρχει το όριό της στο 

, αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, 

, στο σημείο 
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Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέγεται, απλά, συνεχής συνάρτηση. 

( Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για κάθε x0(R ισχύει



.

( Κάθε ρητή συνάρτηση 

 είναι συνεχής, αφού για κάθε  

 του πεδίου ορισμού της ισχύει                                     

 

( Οι συναρτήσεις 
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 είναι συνεχείς, αφού για κάθε 
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( Οι συναρτήσεις 

   και   

,  

 είναι συνεχείς.

Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις

Από τον ορισμό της συνέχειας στο 

 και τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει το παρακάτω θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ
Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 

, τότε είναι συνεχείς στο 

 και οι συναρτήσεις:



,    

,   όπου    c(R,     

,     

,       

   και   


με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το 

.

Για παράδειγμα οι συναρτήσεις 

 και 

 είναι συνεχείς ως πηλίκα συνεχών συναρτήσεων.

ΘΕΩΡΗΜΑ
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Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 

 και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 

, τότε η σύνθεσή τους 

 είναι συνεχής στο 

.

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
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 είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων 
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Συνέχεια συνάρτησης σε διάστημα και βασικά θεωρήματα

ΟΡΙΣΜΟΣ

( Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα 
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( Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα 
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Θεώρημα του Bolzano 
Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης  f  στο 

. Επειδή τα σημεία 

 και 

 βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα 

, η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο.

Συγκεκριμένα ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

ΘΕΩΡΗΜΑ

Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 

. Αν:

       ( η f είναι συνεχής στο 

 και, επιπλέον, ισχύει

       ( 

,

τότε  υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

 τέτοιο, ώστε 

.

Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης 

 στο ανοικτό διάστημα 

.

ΣΧΟΛΙΟ
Από το θεώρημα του Bolzano προκύπτει ότι:

(  Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε 

 ή είναι αρνητική για κάθε 

, δηλαδή διατηρεί πρόσημο στο διάστημα Δ. 

( Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσημο σε καθένα από το διαστήματα στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισμού της.
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Αυτό μας διευκολύνει στον προσδιορισμό του προσήμου της  f  για τις διάφορες τιμές του x. Συγκεκριμένα, ο προσδιορισμός αυτός γίνεται ως εξής:

α)
Βρίσκουμε τις ρίζες της  f.

β)
Σε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες, επιλέγουμε έναν αριθμό και βρίσκουμε το πρόσημο της  f  στον αριθμό αυτό. Το πρόσημο αυτό είναι και το πρόσημο της  f  στο αντίστοιχο διάστημα.

Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών

Το επόμενο θεώρημα αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος του Bolzano και είναι γνωστό ως θεώρημα ενδιάμεσων τιμών.

ΘΕΩΡΗΜΑ
Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 

. Αν η f είναι συνεχής στο 

 και 


τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των 

 και 

 υπάρχει ένας, τουλάχιστον 

 τέτοιος, ώστε 

.

ΣΧΟΛΙΟ
Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο διάστημα 

, τότε δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις ενδιάμεσες τιμές.

( Με τη βοήθεια του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών αποδεικνύεται ότι:

Η εικόνα 

 ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης  f  είναι διάστημα.

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής)
Αν  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο 

, τότε η  f  παίρνει στο 

 μια μέγιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη τιμή m.
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Δηλαδή, υπάρχουν 

 τέτοια, ώστε, 

        αν 

 και 

, να ισχύει  

                

,    για κάθε   

. 

ΣΧΟΛΙΟ

Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών προκύπτει ότι το σύνολο τιμών μιας συνεχούς συνάρτησης  f  με πεδίο ορισμού το 
[image: image14.wmf]]
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 είναι το κλειστό διάστημα 

, όπου m η ελάχιστη τιμή και Μ η μέγιστη τιμή της.
(Κατά συνέπεια:

( Aν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα κλειστό
     διάστημα [α,β], τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το
    διάστημα  [f(α),f(β)].

( Aν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό
     διάστημα 
[image: image15.wmf])
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, τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το

     διάστημα (
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( Aν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής σε ένα κλειστό
     διάστημα [α,β], τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το
     διάστημα [f(β),f(α)].

( Aν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό
     διάστημα 
[image: image18.wmf])
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να μελετηθούν ως προς την συνέχεια στο χ0=0 οι συναρτήσεις:

    i) f(x)= 
[image: image21.wmf](
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                ii)f(x)= 
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   iii) f(x)= 
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       iv) f(x)= 
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2. Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο ( με τις ιδιότητες :

    Είναι συνεχής στο χ0=0 και για κάθε χ1,χ2(( ισχύει f(x1+x2)=f(x1)+f(x2)

    Nα δείξετε ότι   η  f είναι συνεχής στο (.

3.  Να προσδιορίσετε το α((, ώστε η συνάρτηση f με 

   f(x)= 
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  να είναι συνεχής στο χ0=π.                       

4.  Aν α,β,γ,δ((+* με 0<γ<δ, να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
[image: image26.wmf]0
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     ακριβώς  ρίζα στο διάστημα (γ,δ).

5.  Αν α,β(( με β>0 και α+β<-1 να αποδείξετε ότι η εξίσωση  χ3+αχ2+β=0 έχει δύο 

     τουλάχιστο ρίζες στο διάστημα  (-1,1).

6. Αν η συνάρτηση f ορισμένη στο ( είναι συνεχής στο x0=0 και f(0)=0, να δείξετε ότι η 

    συνάρτηση g(x)=
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7.  Να αποδείξετε ότι οι γραφ. παραστάσεις των συναρτήσεων f(χ)=χ4+3χ2+2 και 

     g(χ)=-9χ3-3χ+1 τέμνονται σε ένα τουλάχιστο σημείο (χ0,ψ0) με χ0((-1,1).

8.  Έστω η συνάρτηση f συνεχής στο [-α,α],με α>0 και -α(f(χ)(α για κάθε χ([-α,α].

     Αποδείξτε ότι υπάρχει χ0([-α,α] τέτοιο ώστε f(χ0)= -χ0 .

9.  Έστω η συνάρτηση f ορισμένη στο ( .Αν για κάθε χ(R ισχύει 
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2

χ

ημ2χ

(χ)

f

χ

-

ημ2χ

+

£

c

£

 και η f είναι συνεχής στο χ0=0,να βρεθεί το f(0).

10.Aν οι f,g είναι συνεχείς στο [α,β] και ισχύουν:

               i) f(x)(0(g(x) ,(x(R   και    ii)f(α)=α , g(β)=β. 

       Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο x0([α,β] τέτοιο ώστε f(x0)+g(x0)=x0 .

11. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0=1 και ισχύει  3x-x2-2((x-1)f(x)(x2-x για κάθε

       x(( να υπολογίσετε την τιμή f(1).

12.Δίνεται η συνάρτηση f:(
[image: image29.wmf]®

( που είναι συνεχής στο x0=0 και για την οποία ισχύει 

      x(f(x)+(ημχ(((x(,για κάθε x((. Να υπολογίσετε την τιμή f(0).

13.Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο ( για την οποία ισχύουν:

     f(0)=0  και  
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(. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0=0.

14.Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο ( για την οποία ισχύουν:

       f(0)=3 και 
[image: image31.wmf]5
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      i) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0=0.

     ii) Να βρείτε τα όρια:

               α) 
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15. Δίνεται η περιττή συνάρτηση f:(
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( που είναι συνεχής στο x0=1 με 
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     i)  Να υπολογίσετε την τιμή f(1).

     ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x1=-1.

     iii) Να βρείτε το όριο 
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16. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 2 με f(3)=10 και για κάθε x(( ισχύει f(5-x)=f(x), 
      τότε:    i)  Nα προσδιορίσετε την τιμή f(2),

                ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0=3.
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