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ΣΥΝΕΧΕΙΑ – BOLZANO – ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΕΣ ΤΙΜΕΣ  

 

Άσκηση 1  

Έστω η συνεχής συνάρτηση f(2)f(0)  ώστε  IR 2] , [0 : f =→ . Να αποδείξετε ότι υπάρχουν 

f(y)f(x)   και   1|yx|   ώστε   2] , [0y ,x ==−∈  

 

Υπόδειξη : 

Αρκεί να δειχθεί ότι υπάρχουν f(y)1)f(y  και   1y  xµε  2],[0y ,x =++=∈  και ότι υπάρχουν 

f(y)1)f(y   και   1y   xµε   2] , [0y ,x =−−=∈  

Θεωρούµε τη συνάρτηση 1] , [0 στο συνεχήςείναι     πουf(y)1)f(yh(y) −+=  και 

. Άρα υπάρχει 0f(0)][f(1)h(1)h(0) 
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f(ξ)1)f(ξ      0h(ξ)   ώστε    1] , [0ξ =+⇔=∈  µε 1ξ1)(ξ  και   2],[0ξ , 1ξ =−+∈+ . Για ξ+1=x 

και ξ=y προκύπτει f(x)=f(y) µε   1y  και   x2],[0y ,x =−∈  

Όµοια και για την άλλη περίπτωση. 

  

Άσκηση 2

Αν µια συνάρτηση βf(β) , αf(α)  µε   β] , [α  β] , α [ :f ≤≥→  είναι συνεχής τότε υπάρχει β],α[γ∈  

τέτοιο ώστε  γf(γ) =

Υπόδειξη : 

Αν f(α)=α ή f(β)=β τότε η πρόταση ισχύει για γ=α ή γ=β αντίστοιχα.  Θεωρούµε τη συνάρτηση 

h(x)=f(x)-x που είναι συνεχής στο [α , β] 

Έστω  άρα από το θεώρηµα Bolzano …  0h(x)0β)(f(β)α)f(α)(
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Άσκηση 3

∆ίνεται η συνάρτηση ]e , [e   xµε   ,   ln
x
1

f(x) 2∈+= x . Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικός 

2
3

)f(x   ώστε   ]e , [ex 0
2

0 =∈   

Υπόδειξη : 

Είναι  δηλ. η f γνησίως αύξουσα οπότε ]e , [e  x  κάθε   για0(x) f 2∈>′ ]
e
1

2  ,  
e
1

[1])e , f([e 2
2 ++=  

και το 3/2 ανήκει στο διάστηµα αυτό. 

 

Άσκηση 4

Έστω IR  β] , α [ :f →  µια συνεχής συνάρτηση παραγωγίσιµη στο (α , β) µε f(α)=0 , f(β)= - 1 και 

. Να αποδείξετε ότι υπάρχει    0f(x)dx
β

α
=∫ 0(ξ)f  ώστε  β),(αξ =′∈

Υπόδειξη : 

Αφού f(β)= -1<0 υπάρχει διάστηµα της µορφής [β – δ , β] µε β>0 ώστε f(x)<0 για κάθε β],δ[βx −∈ . 

Έτσι . Άρα υπάρχει διάστηµα [α , β-δ] ώστε 

f(x

0f(x)dx  0f(x)dxf(x)dx  0f(x)dx
δ-β

α

β

δ-β

δ-β

α

β

α
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1)>0 για κάθε δ]β , [αx1 −∈  

Στο [x1 , β] εφαρµόζουµε το θεώρηµα Bolzano  και στη συνέχεια στο [α , x0] το θεώρηµα Rolle. 

 

Άσκηση 5

Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις 1],[0 x κάθε   για0g(x)  και   0f(x)  µε  IR1],0[: g , f ∈><→ . 

Να αποδειχθεί ότι υπάρχει µοναδικό  ∫∫ =∈
ξ

1

ξ

0
g(t)dtf(t)dt   ώστε   1] , [0ξ

Υπόδειξη : 

Εφαρµόζουµε το θεώρηµα Bolzano για την συνάρτηση  στο [0 , 1]  ∫∫ −=
x

1

x

0
g(t)dtf(t)dth(x)

Άσκηση 6

Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις β], [α     το  τιµώνσύνολο  µε  β],α[β],α[: g , f → . Να αποδειχθεί 



ότι υπάρχει 0000 x2)f)(x(g)g)(x(f   ώστε   β] , [αx ⋅=+∈ oo  

Άσκηση 7

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση ∫=
2
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t
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f(x)  είναι συνεχής στο IR. 

Υπόδειξη : 
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Άσκηση 8

Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση  . Να 

βρείτε τον τύπο της f. 

IR  x  κάθεηµx   γιαxf(x)1)(e   ώστε   IR  IR : f x ∈=−⋅−→

 

Υπόδειξη : 

Είναι 0  x  κάθε   για
1e
xηµx

f(x) x ≠
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==
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Άσκηση 9

Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και ισχύει f(100)= - 100  ,  f(101) = 100  να δείξετε ότι υπάρχουν 

01,0
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Υπόδειξη : 

Στο διάστηµα [100 , 101] ισχύει το θεώρηµα Bolzano και άρα υπάρχει  . 

Εφαρµόζουµε τώρα το θεώρηµα µέσης τιµής στα διαστήµατα [100 , x] και [x , 101] 

0f(x)  ώστε   101) , (100x =∈

 

Άσκηση 10

Θεωρούµε την συνεχή συνάρτηση f(β).f(α)  µε  IRβ],[α : f ≠→   Αν *IRλ ,κ +∈   να δείξετε ότι 

υπάρχει 
λκ

f(β)λf(α)κ
f(ξ)   ώστε   β) , (αξ

+
⋅+⋅

=∈  

Υπόδειξη : 

Εφαρµόστε το θεώρηµα Bolzano .  


