
Υπάρχει σηµείο χ0 τέτοιο 

ώστε να ισχύει ………..…  
( ή διαφορετικά περί ριζών εξίσωσης ) 

 

I. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση f(χ)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

διάστηµα (α , β) µπορούµε να εργασθούµε ως εξής: 

        10ς τρόπος: Με το Θεώρηµα Bolzano « αν f|[α , β] συνεχής 

                         και f(α)f(β) < 0 => υπάρχει χ0∈(α , β): f(χ0)=0 » 

        20ς τρόπος: Με το Θεώρηµα Rolle δηλ. “ αν F|[α , β] είναι µια 

                        παράγουσα της f|[α , β] µε F|[α , β] συνεχής , F|(α , β)  

                        παραγωγίσιµη και F(α)=F(β) τότε υπάρχει χ0∈(α , β):  

                        F΄(χ0)=0 δηλ. υπάρχει χ0∈(α , β): f(χ0)=0 ” 

 

II. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση f(χ)=0 έχει µία µόνο ρίζα στο διάστηµα 

(α , β) µπορούµε να εργασθούµε ως εξής: 

         10ς τρόπος: Όπως προηγούµενα αποδεικνύουµε την ύπαρξη µιας 

                          τουλάχιστον ρίζας και στην συνέχεια ότι η f στο (α , β) 

                          είναι γνησίως µονότονη ( δηλ. f΄(χ) > 0 ή f΄(χ) < 0 για  

                          κάθε χ∈(α , β) ) και έτσι εξασφαλίζουµε την ύπαρξη µιας 

                          µόνο ρίζας. 

        20ς τρόπος : Αν για την f|[α , β] ισχύουν οι υποθέσεις του 

                          Θεωρήµατος Rolle τότε µπορούµε να βρούµε το πλήθος 

                          των λύσεων της f(χ)=0 στο [α , β] ως εξής: 

1. Βρίσκουµε την f΄(χ) 
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2. Λύνουµε την εξίσωση f΄(χ)=0 στο [α , β] και έστω ξ1, 

ξ2, …, ξν οι λύσεις της µε  α <ξ1< ξ2< …< ξν<β 

3. Φτιάχνουµε την ακολουθία :                   
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Το πλήθος των εναλλαγών του προσήµου που 

εµφανίζεται στην παραπάνω ακολουθία µας δίνει το 

πλήθος των ριζών της f(χ)=0 στο [α , β]. 

 

III. Για να δείξουµε ότι η εξίσωση f(χ)=0 έχει το πολύ µία ( ή δύο ή τρεις 

κ.λ.π ) ρίζες στο (α , β) εργαζόµαστε µε άτοπο. ∆ηλ. υποθέτουµε ότι η 

εξίσωση έχει δύο ( ή τρεις ή τέσσερις κ.λ.π ) ρίζες και εφαρµόζοντας το 

Θεώρηµα Rolle σε καθένα από αυτά τα διαστήµατα των ριζών για την f 

καταλήγουµε σε άτοπο. 

  Σχόλιο : Η έκφραση «η εξίσωση f(χ)=0 δεν έχει περισσότερες από µ 

  ρίζες» είναι ισοδύναµη µε την έκφραση «η εξίσωση f(χ)=0 έχει το πολύ 

  µ ρίζες» 

 

IV.  Για να δείξουµε ότι η εξίσωση f(χ)=0 δεν µπορεί να έχει κ ρίζες στο (α , 

   β) εργαζόµαστε µε άτοπο, θεωρώντας ότι έχει κ ρίζες στο (α , β) και  

   εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Rolle για την f σε καθένα από τα  

   διαστήµατα των ριζών. 

 

V.  Για να δείξουµε ότι η εξίσωση f(χ)=0 έχει κ ρίζες στο (α , β) χωρίζουµε 

  το (α , β) κατάλληλα σε κ διαστήµατα π.χ [α , χ1] , [χ1 , χ2] , … ,            

[χκ-1 ,  β] και αποδεικνύουµε ότι σε καθένα υπάρχει µία τουλάχιστον ρίζα. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

1. Αν για τη συνάρτηση f|[α , β] ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος 

Rolle τότε µεταξύ δύο ριζών ρ1 , ρ2 της f(χ)=0 υπάρχει µία 

τουλάχιστον ρίζα ρ∈( ρ1 , ρ2 ) της εξίσωσης f΄(χ)=0 

2. Αν για την συνάρτηση f|[α , β] ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος 

Rolle και ρ1 , ρ2 ∈[α , β] µε ρ1<ρ2 δύο διαδοχικές ρίζες της f΄(χ)=0 , 

τότε η εξίσωση f(χ)=0 έχει µία το πολύ ρίζα ρ∈( ρ1 , ρ2 ). 

3. Αν µία πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0 µε πραγµατικούς συντελεστές 

έχει κ το πλήθος διαφορετικές πραγµατικές ρίζες , τότε η εξίσωση 

f΄(χ)=0 έχει κ-1 το πλήθος τουλάχιστον πραγµατικές ρίζες. 

4. Κάθε πολυωνυµική εξίσωση  f(χ)=0 µε πραγµατικούς συντελεστές , 

νιοστού βαθµού έχει το πολύ ν πραγµατικές ρίζες. 

5. Αν µία πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0 µε πραγµατικούς συντελεστές , 

νιοστού βαθµού έχει ν πραγµατικές διαφορετικές ρίζες ξ1 , ξ2 , … , ξν 

τότε f΄(ξi) 0 για κάθε I=1 , 2 , … , ν ≠
6. Αν ρ είναι η µικρότερη ρίζα της εξίσωσης f΄(χ)=0, όπου f(χ)=0 είναι 

µια πολυωνυµική εξίσωση νιοστού βαθµού, µε πραγµατικούς 

συντελεστές, τότε υπάρχει το πολύ µία ρίζα ρ1 της f(χ)=0 µικρότερη 

της ρ. 

7. Αν ρ είναι η µεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης f΄(χ)=0, όπου f(χ)=0 είναι 

µια πολυωνυµική εξίσωση νιοστού βαθµού, µε πραγµατικούς 

συντελεστές, τότε υπάρχει το πολύ µία ρίζα ρ1 της f(χ)=0 µεγαλύτερη 

της ρ. 
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ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Εφαρμόστε το θεώρημα Rolle για την f στο διάστημα [ρ1,ρ2]

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Έστω ότι η f(χ)=0 έχει δύο ρίζες ρ , ρ΄στο (ρ1,ρ2). Εφαρμόστε το θεώρημα Rolle για την f στο [ρ,ρ΄]

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Έστω ξ1<ξ2<...<ξκ οι κ το πλήθος ρίζες της f(χ)=0. Σε καθένα από τα διαστήματα που ορίζουν οι ρίζες αυτές εφαρμόστε το Θ. Rolle

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Έστω ότι η f(χ)=0 έχει ν+1πραγματικές ρίζες. Τότε η f΄(χ)=0 θα έχει ν ρίζες κ.λ.π και η νιοστή παράγωγος που είναι α.ν! θα έχει ν-(ν-1)=1 ρίζα. Άτοπο

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
f(x)=α(χ-ξ1)...(χ-ξν) =>
f΄(χ)=.........
f΄(ξ1)=α(ξ1-ξ2)(ξ1-ξ3)...(ξ1-ξν) 
κ.λ.π

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Υποθέστε ότι υπάρχουν δύο ρίζες ρ1<ρ2<ρ και εφαρμόστε το Θ. Rolle για την f|[ρ1,ρ2]

ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Όπως η προηγούμενη



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση χ3-3χ+α=0 δεν µπορεί να έχει δύο λύσεις 

στο (0,1) για κάθε α∈R. 

 

2. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση χ4+4χ+1=0 έχει το πολύ δύο πραγµατικές 

ρίζες. 

 

 

3. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση χ3-2=0 έχει µία µόνο ρίζα στο (0,2) 

 

4. Αν f(χ)=αχ2+βχ+γ µε α , β, γ ∈R , α≠ 0 και 0
23
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αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

 

 

5. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση (χ2-1)συνχ+2χηµχ=0 έχει δύο 

τουλάχιστον ρίζες στο διάστηµα (-1 , 1) 

 

6. Να υπολογίσετε το ηµ440 µε προσέγγιση εκατοστού. 

 

 

7. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση χ3+αχ+β = 0 µε α , β ∈R έχει                

ι) µία µόνο πραγµατική λύση αν α>0                                               

ιι) τρεις πραγµατικές λύσεις αν 4α3+27β2 < 0 
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ΑΡΗΣ  ΝΙΚΟΛΑΪΔΗΣ
Note
Εφαρμόστε το Θ.Μ.Τ στο διάστημα [44,45] ... μετατροπή μοιρών σε ακτίνια ...



8. ∆ίνεται η συνάρτηση f(χ)=αχ3+βχ2+γχ µε α , β , γ ∈R , α 0 και ρ≠ 1 , 

ρ2 , ρ3 οι πραγµατικές ρίζες της εξίσωσης f(χ)=0. Να αποδείξετε ότι: 
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9. Αν για δύο πολυωνυµικές συναρτήσεις f , g ισχύει:                  

f΄(χ).g(χ)-f(x).g΄(χ)=0 , να δείξετε ότι µεταξύ δύο ριζών της f(χ)=0 

υπάρχει µία τουλάχιστον ρίζα της g(χ). 

 

10. ∆ίνεται η εξίσωση χν+αχ+β=0 µε α , β∈R , ν∈Ν. Να δείξετε ότι:       

ι) αν ο ν είναι άρτιος, η εξίσωση έχει το πολύ δύο πραγµατικές ρίζες.   

ιι) αν ο ν είναι περιττός, η εξίσωση έχει το πολύ τρεις πραγµατικές ρίζες 

 

11. ι) ∆είξτε ότι η εξίσωση χ5-5χ+2=0 έχει το πολύ τρεις πραγµατικές 

             ρίζες. 

          ιι) ∆είξτε ότι η εξίσωση ex=χ+1 έχει µία µόνο λύση. Ποια είναι η 

              λύση; 

 

12. Να δείξετε ότι µεταξύ δύο ριζών της εξίσωσης eχ.ηµχ=1 περιέχεται 

µία τουλάχιστον ρίζα της eχ.συνχ+1=0. 

 

13. ∆ίνεται η συνάρτηση f(χ)=χ.(χ-1).(χ+2).(χ-3).(χ+1). Να δείξετε ότι η 

εξίσωση f΄(χ)=0 έχει τέσσερις λύσεις στο διάστηµα (-2,3). 

 

14. ∆είξτε ότι η εξίσωση χ9+5χ7+3χ+1=0 έχει µία µόνο πραγµατική ρίζα. 
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15. Να δείξετε ότι η εξίσωση x.ex+1=ex , έχει µοναδική ρίζα και να 

βρεθεί. 

 

16. ∆είξτε ότι η εξίσωση χ2=χ.ηµχ+συνχ έχει δύο λύσεις στο (-π,π) 

 

17. Βρείτε το πλήθος των πραγµατικών ριζών της εξίσωσης e-x=x+α , 

α∈R. 

 

18. Βρείτε το πλήθος των πραγµατικών ριζών της εξίσωσης 

x+1+ln(χ2+1)=0 

 

19. ∆είξτε ότι η εξίσωση αχ=βχ+α µε α , β∈R έχει µία µόνο πραγµατική 

ρίζα ι) αν α>1 και β<0 ή ιι) 0<α<1 και β>0 

 

20. ∆ίνεται η συνάρτηση f(χ)=νανχν-1+…+α1. Να αποδείξετε ότι:             

ι)  αν α1+α2+…+αν=0 τότε η f(χ)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

             (0,1) 

          ιι) αν αν(-1)ν+ αν-1(-1)ν-1+…+α2+α1=0 τότε η f(χ)=0 έχει µία 

             τουλάχιστον ρίζα στο (-1,0) 

 

21. ∆ίνεται η f(χ)=χ3+αχ2+βχ+γ µε α , β , γ∈R. Αν ρ1<ρ2<ρ3 είναι οι 

πραγµατικές ρίζες της f(χ)=0 να αποδείξετε τις παρακάτω σχέσεις:    
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22. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο R µε f΄΄(χ) ≠ 0 

για κάθε χ∈R να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(χ)=0 έχει το πολύ δύο 

ρίζες στο R. 

 

23. Έστω µία συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο [α , β] , 0<α<β 

µε f(α)=f(β)=0 και f΄΄(χ) ≠ 0 για κάθε χ∈(α , β). 

ι) ∆είξτε ότι η εξίσωση χ.f΄(χ)-f(χ)=0 έχει µοναδική ρίζα χ0 στο (α , β) 

ιι) ∆είξτε ότι η εφαπτοµένη στο σηµείο (χ0 , f(χ0)) της γραφικής 

παράστασης της f, διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

24. Έστω µία συνάρτηση f συνεχής στο [0 , 1] , παραγωγίσιµη στο 

διάστηµα (0 , 1) µε 
2
1)0()1( += ff . Να δείξετε ότι η εξίσωση 

f΄(χ)=χ έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (0 , 1). 
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