ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ                                
ΑΝΤΙ ΠΡΟΛΟΓΟΥ
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10 :

Κατά την γέννηση ενός παιδιού, η πιθανότητα να έχουμε αγόρι, είναι 1/2. Ποιες από τις παρακάτω ακολουθίες ενδείξεων έχει την μεγαλύτερη πιθανότητα εμφάνισης, θεωρώντας ότι έχουμε οικογένειες με 6 παιδιά;

1) ΑΚΚΑΚΑ , 2) ΑΑΑΑΚΑ , 3) ΑΑΑΑΑΑ    ¨Α= αγόρι¨ , ¨Κ=κορίτσι¨

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 20 :

Με τις ίδιες προϋποθέσεις του προηγούμενου παραδείγματος, ποια είναι η πιθανότητα μεταξύ 6 παιδιών να έχουμε 3 κορίτσια;

1) 1/2   ,   2) 5/16   ,    3) άλλη

Σχόλιο : Στο 10 παράδειγμα οι περισσότεροι απάντησαν το 1) γιατί υπάρχει η εσφαλμένη εντύπωση ότι ο ίσος αριθμός αγοριών και κοριτσιών είναι πιο συμβιβαστός με την πιθανότητα 1/2. Οστόσο και οι δύο ακολουθείες έχουν την ίδια πιθανότητα 1/64.

Στο 20 παράδειγμα, 46 μαθητές απάντησαν την 1), 1 την σωστή 2), και 18 την 3)

ΕΙΣΑΓΩΓΗ


Όπως είναι γνωστό στα μαθηματικά για να ορίσουμε κάποιες έννοιες, ξεκινάμε από ορισμένες πολύ απλές έννοιες, που δεν ορίζονται(μαθηματικά) και που τις ονομάζουμε ΒΑΣΙΚΕΣ(ή ΠΡΩΤΑΡΧΙΚΕΣ) έννοιες. Στην θεωρία των πιθανοτήτων τέτοια έννοια είναι το ΤΥΧΑΙΟ ΠΕΙΡΑΜΑ.

Ένα εμπειρικό φαινόμενο λέγεται τυχαίο αν χαρακτηρίζεται  από την ιδιότητα, ότι η παρατήρησή του, κάτω από τις ίδιες  πρακτικά συνθήκες δεν οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα, δηλ. δεν  μπορούμε με βεβαιότητα να προβλέψουμε το αποτέλεσμά του (αρχή αιτιότητας).Το στοιχείο του τυχαίου βρίσκεται στην αδυναμία μας να προβλέψουμε το αποτέλεσμα. Με αυτή την έννοια το τυχαίο είναι αγνοούμενη νομοτέλεια. Έτσι μικρές μεταβολές στα αίτια που διαφεύγουν από την αντίληψή μας(και της μέτρησης ακόμα από τα πιο τέλεια όργανα) μπορούν να μεταβάλουν το αποτέλεσμα. Επίσης το πολυσύνθετο ενός φαινομένου ή περάματος στο οποίο η αδυναμία να επιβλέψουμε ένα μεγάλο αριθμό συνεπιδρόντων αιτίων, δεν επιτρέπει τον προκαθορισμό του αποτελέσματος. Ακόμη το περιορισμένο της γνώσης δεν μας επιτρέπει τον εντοπισμό των αιτίων που έχουν επίδραση στην εξέλιξη ενός φαινομένου ή πειράματος. 

Ένα τέτοιο τυχαίο εμπειρικό φαινόμενο το ονομάζουμε  ΤΥΧΑΙΟ ΠΕΙΡΑΜΑ.
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Τέλος ένα γνωστό μας παράδειγμα μαθηματικού μοντέλου είναι η Ευκλείδεια Γεωμετρία όπου η εμπειρική έννοια του υλικού σημείου αντιστοιχεί στο γεωμετρικό σημείο, που δεν έχει καθόλου διαστάσεις.


Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσμάτων ενός τυχαίου(ιδεατού)πειράματος τύχης λέγεται ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ  ΧΩΡΟΣ (Ω ),ενώ κάθε στοιχείο του δειγματικού  χώρου  λέγεται  ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΟ ΣΗΜΕΙΟ(ή δειγματοσημείο) ή ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΣ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ. Κάθε υποσύνολο Α του δειγματικού χώρου Ω λέγεται ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ ή ΓΕΓΟΝΟΣ. Εδικά ο δειγματικός χώρος Ω λέγεται ΒΕΒΑΙΟ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ, ενώ το κενό σύνολο λέγεται ΑΔΥΝΑΤΟ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ.

Στο σημείο αυτό πρέπει να παρατηρήσουμε τα εξής:

1. Η ΦΥΣΗ ΤΩΝ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣΗΜΕΙΩΝ ΔΕΝ ΥΠΕΙΣΕΡΧΕΤΑΙ ΣΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ ΜΑΣ. Έτσι αν θεωρήσουμε τα τυχαία πειράματα:
· Ρίψη ενός νομίσματος, με Ω={Κ,Γ}

· Γέννηση ενός παιδιού, με Ω={Α,Κ}

· Επιλογή μιας σφαίρας από ένα δοχείο με άσπρες και μαύρες σφαίρες, με Ω={Α,Μ} 

και γενικά όλα τα πειράματα με δύο αποτελέσματα αλλά με διαφορετικό υπόβαθρο, αντιστοιχίζονται στο ίδιο ιδεατό τυχαίο πείραμα με δύο αποτελέσματα, με Ω={ω1,ω2}, και για την θεωρία των πιθανοτήτων δεν αποτελούν διαφορετικά τυχαία πειράματα. Δηλαδή το τυχαίο ιδεατό πείραμα με δειγματικό χώρο Ω={ω1,ω2} αποτελεί το θεωρητικό αντιπρόσωπο μιας ολόκληρης κλάσης τυχαίων πειραμάτων.

2. ΤΑ ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ ΠΡΕΠΕΙ ΝΑ ΕΙΝΑΙ ΜΗ-ΑΝΑΛΥΣΙΜΑ ΣΕ ΑΠΛΟΥΣΤΕΡΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ. Για παράδειγμα αν θεωρήσουμε το τυχαίο πείραμα ρίψης ενός νομίσματος δύο φορές, ο δειγματικός χώρος του πειράματος είναι:  

Ω={(Κ,Κ),(Κ,Γ),(Γ,Κ),(Γ,Γ)} και όχι

Ω´={(2Κ,0Γ),(1Κ,1Γ),(0Κ,2Γ)} γιατί το στοιχείο (1Κ,1Γ) αναλύεται στα πιο στοιχειώδη δειγματοσημεία (Κ,Γ),(Γ,Κ).

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ: Ο δειγματικός χώρος είναι μοναδικός για κάθε (ιδεατό) τυχαίο πείραμα. Η φύση των δειγματοσημείων δεν ενδιαφέρει την θεωρία. Αυτό που ενδιαφέρει είναι πόσα δειγματοσημεία έχει ο Δ.Χ Ω και για κάθε δυνατό αποτέλεσμα του πειράματος να υπάρχει ένα και μόνο ένα δειγματοσημείο.

3. ΤΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ ΤΥΧΗΣ είναι εξαιρετικά κατάλληλα για να καταδεικνύουν την ιδεατή φύση των τυχαίων πειραμάτων της πιθανοθεωρίας. Επίσης συνδέουν την πιθανότητα με την Γεωμετρία διευκολύνοντας έτσι την κατανόηση της φύσης της πιθανότητας. Έτσι σαν παραδείγματα αναφέρουμε τα:
· Από ένα ευθ. τμήμα ΑΒ μήκους μ επιλέγουμε ένα σημείο Μ του ΑΒ. Τα δυνατά αποτελέσματα αυτού του πειράματος τύχης δηλ. ο δ.χ είναι όλα τα σημεία του ΑΒ, δηλ.Ω={χ/χσημείο του ΑΒ}.
· Από ένα υποσύνολο του καρτεσιανού επιπέδου π.χ ένα κύκλο επιλέγουμε στην τύχη ένα σημείο Μ(χ,ψ). Πάλι ο δ.χ είναι Ω={α/α σημείο του καρτεσιανού επιπέδου}.   
· Αν Α , Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης και το ω αποτέλεσμα του πειράματος αυτού, ΤΟΤΕ :

	ΓΛΩΣΣΑ ΠΙΘΑΝΟΘΕΩΡΙΑΣ
	ΓΛΩΣΣΑ ΣΥΝΟΛΟΘΕΩΡΙΑΣ
	ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ
	ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

	1) ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ 

2) ΔΥΝΑΤΟ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑ ΤΟΥ ΤΥΧΑΙΟΥ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ

3) ΤΟ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ Α ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ

4) ΤΟ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ Α ΔΕΝ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ

5) ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ ΕΝΑ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ ΑΠΟ ΤΑ Α , Β

 ( ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ ΤΟ Α ή Β )

6) ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ ΚΑΙ ΤΟ Α ΚΑΙ ΤΟ Β

7) ΔΕΝ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ ΚΑΝΕΝΑ ΑΠΟ ΤΑ Α , Β

8) ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ ΜΟΝΟ ΤΟ Α (ΚΑΙ ΟΧΙ ΤΟ Β)

9) ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ ΜΟΝΟ ΕΝΑ ΑΠΟ ΤΑ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ Α , Β

10) Η ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ Α ΣΥΝΕΠΑΓΕΤΑΙ ΤΗΝ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ Β

11) ΑΣΥΜΒΙΒΑΣΤΑ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ  Α , Β

12) ΑΔΥΝΑΤΟ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ

13) ΒΕΒΑΙΟ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΟ 

14) ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ  

       ΤΟ ΠΟΛΥ ΕΝΑ ΑΠΟ

      ΤΑ Α , Β ( ΔΗΛ. ΔΕΝ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΟΥΝΤΑΙ ΣΥΓΧΡΟΝΩΣ ΤΑ Α , Β )
	ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΦΟΡΑΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΟ ΤΟΥ Ω 

ΥΠΟΣΥΝΟΛΟ ΤΟΥ Ω (Α(Ω)

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΤΟΥ Α

ΕΝΩΣΗ ΤΩΝ Α , Β

ΤΟΜΗ ΤΩΝ Α , Β

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΤΗΣ ΕΝΩΣΗΣ

Α ΤΟΜΗ Β΄

Η ΣΧΕΣΗ ΤΟΥ ΠΕΡΙΕΧΕΣΘΑΙ

ΞΕΝΑ ΜΕΤΑΞΥ ΤΟΥΣ ΣΥΝΟΛΑ Α , Β

ΚΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ

ΟΛΟΚΛΗΡΟΣ ΟΧΩΡΟΣ

 ( ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΦΟΡΑΣ )
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Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

I. ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (από τον DE MOIVRE ΤΟ 1711) 
«Η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί ένα ενδεχόμενο Α ενός δ.χ Ω, είναι το πηλίκο με αριθμητή τον αριθμό των ευνοϊκών περιπτώσεων Ν(Α) για την πραγματοποίηση του ενδεχομένου Α, και παρανομαστή τον συνολικό αριθμό των περιπτώσεων Ν(Ω) με την προϋπόθεση ότι όλες οι περιπτώσεις είναι ισοπίθανες (το ίδιο πιθανές)».   
Ο ορισμός αυτός αναφέρεται σε πεπερασμένους δειγματικούς χώρους. 

Η έννοια των ισοπίθανων περιπτώσεων ορίζεται ανεξάρτητα από την έννοια της πιθανότητας, γιατί διαφορετικά ο ορισμός αυτός θα οδηγούσε σε φαύλο κύκλο. Αυτό επιτυγχάνεται με την «αρχή της έλλειψης επαρκούς λόγου». Έτσι αν σύμφωνα με τα δεδομένα δεν υπάρχει λόγος να θεωρηθεί κάποια από τις περιπτώσεις περισσότερο ή λιγότερο πιθανή από τις άλλες, τότε όλες θεωρούνται ισοπίθανες.  

Οι σημαντικότερες ιδιότητες της κλασικής πιθανότητας (η θεμελίωση του λογισμού έγινε από τον LAPLACE(1812)) συνοπτικά έχουν ως εξής: 

Αν Ω είναι ένας πεπερασμένος δ.χ του οποίου τα στοιχεία είναι σύμφωνα με την αρχή της έλλειψης επαρκούς λόγου ισοπίθανα, και Α ένα οποιοδήποτε ενδεχόμενο του Ω, τότε  Ρ(Α)=Ν(Α) / Ν(Ω)

Έτσι ορίζεται μία συνάρτηση 

[image: image23.wmf][image: image24.wmf] Ρ: Ω              [0,1]: Α               Ρ(Α) που

· είναι μη αρνητική δηλ. Ρ(Α) ( 0 για κάθε Α(Ω

· είναι νορμαλίσιμη δηλ.  Ρ(Ω)=1

· είναι πεπερασμένως προσθετική δηλ.

Ρ(Α(Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β) , για κάθε Α,Β(Ω με Α(Β=(
Οι ιδιότητες αυτές προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό και την βασική αρχή της απαρίθμησης,

Ν(Α(Β)=Ν(Α)+Ν(Β)  ,  για κάθε Α,Β(Ω με Α(Β=(
 Η Ρ(Ω)=1 διακρίνει την πιθανότητα από τα άλλα μέτρα (μήκος, εμβαδόν, όγκος, μάζα).Ακόμη από τον ορισμό έχουμε 

[image: image25.wmf]Τέλος, επαγωγικά αποδεικνύεται ότι:

Ρ(Α1(Α2(…(Αν)=Ρ(Α1)+Ρ(Α2)+…+Ρ(Αν)

με Α1, Α2,… ,Αν ξένα ανά δύο μεταξύ τους.

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ:Αποτελεί επέκταση του κλασικού ορισμού της πιθανότητας όταν ο δ.χ Ω είναι μη απαριθμητός (έχει τη δύναμη του συνεχούς).

[image: image26.wmf]Έτσι ορίζουμε: Αν Ω είναι ένας μη απαριθμητός δ.χ σε μια περιοχή του (μονοδιάστατου ή δυσδιάστατου ή τρισδιάστατου) χώρου, στην οποία οποιεσδήποτε στοιχειώδεις περιοχές είναι ισοπίθανες, και οποιοδήποτε ενδεχόμενο Α ορίζεται από μία περιοχή του χώρου Ω, τότε ορίζουμε:                   , 

όπου μ(Α), μ(Ω) το μέτρο (μήκος ή εμβαδόν ή όγκος) των περιοχών Α, Ω αντίστοιχα.  

Προφανώς η πιθανότητα έτσι όπως ορίσθηκε έχει τις προηγούμενες ιδιότητες.

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΜΑΖΑ: Όπως η πιθανότητα συνδέεται με την Γεωμετρία, έτσι συνδέεται και με την μάζα ενός στερεού σώματος.

Ορισμός: Έστω m(Ω) η πεπερασμένη μάζα ενός στερεού σώματος Ω (στο οποίο δεν είναι αναγκαίο να είναι ομοιογενής η κατανομή της μάζας).Για κάθε υποσύνολο Α του Ω έστω m(Α) η μάζα του υποσώματος Α. Τότε: Ρ(Α)=m(A) / m(Ω)

Προφανώς η πιθανότητα αυτή έχει τις ιδιότητες της κλασικής πιθανότητας.

ΣΧΟΛΙΟ :

1) Μέχρι τώρα είδαμε ότι η πιθανότητα συνδέεται με την Γεωμετρία (μήκος, εμβαδόν, όγκος) και με την μάζα, και μάλιστα είναι της ίδιας φύσης, αφού έχουν κοινές ιδιότητες:

2) Με την βοήθεια των διαγραμμάτων του Venn μπορούμε να αποδείξουμε τις παρακάτω ιδιότητες:

II. ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Von Mises)

Η προϋπόθεση του ισοπίθανου των περιπτώσεων ή στοιχειωδών ενδεχομένων(περιοχών) που απαιτεί ο κλασικός ορισμός της πιθανότητας καθώς και η Γεωμετρική επέκτασή του περιορίζει σημαντικά το πεδίο εφαρμογών της πιθανοθεωρίας. Ο Von Mises στην προσπάθειά του να αντιμετωπίσει το πρόβλημα του ορισμού της πιθανότητας σε οποιουσδήποτε δ.χ διατύπωσε τον παρακάτω εμπειρικό ορισμό:

ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω ότι ένα τυχαίο πείραμα ή φαινόμενο μπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες ακριβώς συνθήκες απεριόριστο αριθμό φορών, και έστω ένα οποιοδήποτε ενδεχόμενο Α. Έστω ότι σε ν επαναλήψεις του πειράματος αυτού το ενδεχόμενο Α έχει πραγματοποιηθεί  mν(Α) φορές. 

Η σχετική συχνότητα του Α, fν(Α) 

δίνεται από την σχέση : fν(Α)=mν(A) / ν

Αν υπάρχει το lim fν(Α)=lim[mν(A) / ν], τότε αυτό ορίζει την 

πιθανότητα Ρ(Α), του ενδεχομένου Α,δηλ. 

Ρ(Α)= lim fν(Α)=lim[mν(A) / ν]

Προφανώς η Ρ(Α) έχει όλες τις προηγούμενες ιδιότητες.

Σχόλιο: Η υπόθεση ότι ένα τυχαίο πείραμα μπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες απεριόριστο αριθμό φορών αποτέλεσε το σημείο κριτικής του ορισμού αυτού.

III. ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ:

(A.N KOLMOGOROV  1930)

Αν Ω είναι ένας πεπερασμένος δειγματικός χώρος ωi i=1,2,…,ν ένα στοιχειώδες ενδεχόμενό του και Α={α1,α2,…,αν}(Ω ένα ενδεχόμενό του τότε ορίζουμε την συνάρτηση πιθανότητας Ρ

 Ρ: Ω              [0,1]: Α               Ρ(Α) ([0,1] με τις ιδιότητες:

· 0 ( Ρ(ωi) ( 1
· Ρ(ω1)+Ρ(ω2)+…+Ρ(ων)=1
· Ρ(Α)=Ρ(α1)+Ρ(α2)+…+Ρ(αν)

· Ρ(()=0

Εύκολα τώρα μπορούμε να δείξουμε τους τύπους:

· Ρ(Α(Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)  ,  για δύο ασυμβίβαστα ενδεχόμενα του δ.χ Ω

· Ρ(Α΄ )=1-Ρ(Α)    ,   Α(Ω

· Ρ(Α(Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)-Ρ(Α(Β)   ,   Α , Β (Ω

· Α(Β ( Ρ(Α) ( Ρ(Β)

· Ρ(Α-Β)=Ρ(Α)-Ρ(Α(Β)   ,   Α , Β (Ω

ΕΝΑ ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΜΒΑΔΟΥ ΓΙΑ ΤΗΝ ΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 

                                ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1  Ένας υπόδικος, επειδή δεν κατορθώθηκε να αποδειχθεί πλήρως η ενοχή του συμφωνήθηκε να περάσει από τον παρακάτω λαβύρινθο: 


ΕΙΣΟΔΟΣ


Ποια είναι η πιθανότητα Ρ(Α), να αφεθεί ελεύθερος;

Λύση :

                                                                                    Ρ(Α)=Ε=1/2.1/3+2/3.1/3=7/18

ΠΡΟΒΛΗΜΑ  2   (  Στην γενική του μορφή αποτελεί το πιο διάσημο πρόβλημα 

                                Πιθανοτήτων, γιατί αποτελεί το αρχικό σημείο για την 

                                μετέπειτα εξέλιξη της σύγχρονης πιθανοθεωρίας.

                                Προτάθηκε από ένα Γάλλο ευγενή, τον Chevalier de Mere το

                               1654 στον Pascal και αυτός το γνωστοποίησε στον Fermat. 

                               Σήμερα υπάρχουν δύο λύσεις για το γενικό πρόβλημα, μία του 

                               Pascal και μία του Fermat.)

Δύο παίκτες παίζουν ένα τυχερό παιχνίδι. Όποιος κερδίσει πρώτος 10 παιχνίδια, θα κερδίσει ένα προκαθορισμένο ποσό. Αν το παιχνίδι σταματήσει, για λόγους ανώτερης βίας, όταν το σκόρ είναι 9-7 πως πρέπει να μοιρασθεί το στοίχημα μεταξύ των δύο παικτών;

Λύση :

                   10 - 7                                   10 - 7                          10 - 7

                                                                                                           10 - 9

                     9 - 8                              10 - 8    9 - 9              10 - 8      9 - 10

Όπως προηγούμενα το ζητούμενο εμβαδόν είναι : Ε=1/2.1+1/2.1/2+1/4.1/2=7/8 

Επομένως τα 7/8του στοιχήματος θα τα πάρει αυτός με τα  9 παιχνίδια και το 1/8 αυτός με τα 7 παιχνίδια.

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ
· Συνδέουν πολύ καλά τις πιθανότητες με την στοιχειώδη Γεωμετρία, την Αναλυτική Γεωμετρία, και την Άλγεβρα.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 : Ένα ευθ. τμήμα ΑΒ, με μέσον Μ έχει μήκος α. Ένα σημείο Χ εσωτερικό του ΑΒ επιλέγεται τυχαία. Ποια είναι η πιθανότητα τα ΑΧ, ΒΧ, ΑΜ, να αποτελούν πλευρές ενός τριγώνου;

Λύση :

	Θεωρώντας το ΑΒ ην αρχή του άξονα και τις αντίστοιχες συν/νες των σημείων, πρέπει:

χ+(α-χ)>α/2  

χ+α/2>α-χ

(α-χ)+α/2>χ

από όπου προκύπτει ότι:

α/4<χ<3α/4

Άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι:

P =(3α/4-α/4) / α=1/2
	  Α                   Χ      Μ                 Β

    Ο                 χ          α/2              α          Χ


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 : 

Δίνεται ευθ. τμήμα ΚΛ. Επιλέγουμε τυχαία δύο σημεία του εσωτερικού του ΚΛ. Βρείτε την πιθανότητα τα τρία ευθ. τμήματα που δημιουργούνται να αποτελούν πλευρές τριγώνου.

Λύση :

	   0              χ                ψ                     α

   Κ           Μ               Ν                     Λ

Αν ΚΜ=χ, ΚΝ=ψ, ΚΛ=α με 0<χ<ψ<α τότε κάθε δυνατή περίπτωση είναι σημείο (χ,ψ) εσωτερικό του τριγώνου ΟΑΒ.

Για να είναι τα χ, ψ-χ, α-ψ πλευρές τριγώνου πρέπει…χ<α/2  ,  ψ<χ+α/2  ,  ψ>α/2  ,  δηλ. το (χ,ψ)πρέπει να είναι εσωτερικό του τριγώνουΖΔΕ.

Έτσι P=(ΖΔΕ) / (ΟΑΒ) =1/4


	                             Ε(α/2,α)

   (0,α)Β                                      Α(α,α)

         ψ=χ+α/2   χ=α/2

 (0,α/2)Ζ    ψ=α/2   Δ(α/2,α/2)

          


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 : 

Ποια είναι η πιθανότητα, η εξίσωση, χ2+2(α.χ-(β-1)=0 να μην έχει πραγματικές ρίζες, αν τα (α, β) είναι συν/νες ενός τυχαία επιλεγμένου σημείου του τεταρτημορίου α2+β2 < 1   ,   α>0  ,  β >0

Λύση :

	Η εξίσωση δεν θα έχει πραγματικές ρίζες αν

Δ=4.α+4β-4<0 ( α+β<1

Έτσι το ¨κόκκινο¨ τμήμα αποτελεί τις ευνοϊκές περιπτώσεις και το τεταρτημόριο τις δυνατές.

Άρα p=(εμβαδόν τριγώνου) / (εμβαδόν τεταρτ)=

=…=2/π
	        1    

                              1

                              α+β=1


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1) Επιλέγουμε τυχαία δύο αριθμούς από το (0 , 1). Ποια είναι η πιθανότητα το άθροισμά τους να είναι μεγαλύτερο του 1 , και το άθροισμα των τετραγώνων τους μικρότερο του 1;

2) Δύο σημεία Α , Β επιλέγονται τυχαία από το διάστημα ( 0 , 1 ). Ποια είναι η πιθανότητα το Α να επιλεγεί πλησιέστερα στο 0 από ότι στο Β ;

3) Οι συντελεστές α , β της χ2+αχ+β=0 , επιλέγονται τυχαία από το διάστημα 

     (-1 ,1). Ποια είναι η πιθανότητα οι ρίζες της εξίσωσης να είναι πραγματικές; 

     θετικές ;

4) Ένα ευθ. τμήμα έχει μήκος 2l. Διαιρούμε τυχαία αυτό σε δύο μέρη για να κατασκευάσουμε τις προσκείμενες πλευρές ορθογωνίου παραλληλογράμμου. Βρείτε την πιθανότητα το εμβαδόν του ορθογωνίου να είναι  :

Α)   μικρότερο από l2/2

B) μεγαλύτερο από τα 3/4 του μέγιστου εμβαδού του ορθογωνίου

C) μικρότερο από το 1/3 του εμβαδού ενός κύκλου, με διάμετρο ίση με την διαγώνιο του ορθογωνίου.

D) μεγαλύτερο από το 1/2 του εμβαδού του κύκλου της περίπτωσης (C)

5)  Σε ένα πανηγύρι, υπάρχει το παιχνίδι, όπου ένας  παίκτης ρίχνει ένα νόμισμα σε μια οριζόντια επιφάνεια, που καλύπτεται από σχεδιασμένα τετράγωνα πλευράς α. Αν το νόμισμα δεν κόψει καμία γραμμή, αλλά βρίσκεται ολοκληρωτικά στο εσωτερικό κάποιου τετραγώνου, τότε ο παίκτης κερδίζει. Αν r είναι η ακτίνα του νομίσματος, με τι πρέπει να ισούται το πηλίκο r/α, αν αυτός που έχει το παιχνίδι, θέλει κάθε παίκτης να έχει πιθανότητα μικρότερη από 0,25 για να κερδίσει;

	ΕΝΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗΣ

ΤΟ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ ΤΗΣ ΒΡΟΧΗΣ :

1. ΕΜΠΕΙΡΙΚΟ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ ΤΟΥ

      ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΚΟΣΜΟΥ                            Ω                 Κ             Κ΄

Η βροχή είναι ένα φυσικό φαινόμενο πολύ χαρακτηριστικό και κατάλληλο για να δούμε πως μπορούμε να καταλήξουμε από το 

φυσικό αυτό φαινόμενο στο αντίστοιχο

 μαθηματικό μοντέλο.                                                

Όταν λοιπόν αρχίζει η βροχή ας υποθέσουμε 

ότι παρακολουθούμε μια ορθογώνια πλάκα, που στο κέντρο της έχει ένα κυκλικό σχήμα. Θα προκύψει μια ακολουθία από σταγόνες που πέφτουν μέσα (Κ), αλλά και έξω (Κ΄)από τον κύκλο, 

έστω Κ΄Κ Κ΄Κ΄Κ ΄Κ΄Κ΄Κ΄Κ Κ Κ΄Κ Κ Κ Κ Κ΄ Κ Κ Κ΄ Κ΄ Κ΄ Κ Κ Κ…

Παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει ομαλότητα (κανονικότητα) στον τρόπο που πέφτουν οι σταγόνες μέσα ή έξω. Έτσι αν δούμε ότι ότι η 100η σταγόνα πέφτει μέσα στον κύκλο, δεν μπορούμε να ξέρουμε τι θα γίνει με την 101η σταγόνα. Να όμως τι μπορούμε να συμπεράνουμε :

Στο τέλος της βροχής ο κύκλος  σε σχέση με το ορθογώνιο θα έχει δεχθεί τόσες σταγόνες όση είναι η αναλογία των εμβαδών τους, δηλ. 

Νσ(Κ) / Νσ(Ω)=(εμβαδόν κύκλου) / (εμβαδόν ορθογωνίου)

2. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥ ΕΜΠΕΙΡΙΚΟΥ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟΥ

(ιδεατό τυχαίο πείραμα)

Ας θεωρήσουμε τώρα αντί για πλάκα το αντίστοιχο σχήμα του ορθογωνίου και αντί για σταγόνες βροχής έχουμε βροχή γεωμετρικών σημείων. 

Προφανώς η πιθανότητα ένα γεωμετρικό σημείο να χτυπήσει τον κύκλο είναι:

Ρ(Κ)=εμβ.(Κ) / εμβ.(Ω)

Αν για  Ω θεωρήσουμε [0,1]Χ[0,1]={ (χ,ψ) / χ,ψ(R}, τότε για κάθε υποσύνολο Α του Ω για το οποίο μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του θα έχουμε :

Ρ(Κ)=εμβ.(Α)

ΑΡΑ : Για κάθε υποσύνολο του Ω=[0,1]Χ[0,1] με ¨ καλώς ορισμένη έννοια εμβαδού ¨, μπορούμε να θέτουμε σαν πιθανότητά του το εμβαδόν του δηλ. κάθε υποσύνολο του οποίου το εμβαδόν είναι καλώς ορισμένο είναι ένα ενδεχόμενο.

Έτσι τρίγωνα, τετράγωνα, κύκλοι κ.λ.π είναι ενδεχόμενα.

Σχόλιο : Υπάρχουν παθολογικά υποσύνολα του Ω που δεν είναι δυνατόν να ορισθεί καλώς το εμβαδόν τους.

 


3. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Έτσι φαίνεται ότι το εμβαδόν είναι ανάλογο της πιθανότητας και άρα θα έχουν αντίστοιχες ιδιότητες.

ΑΞΙΩΜΑΤΑ:

	1)   εμβ.(Α)(0 , 

2)   Αν Α(Β=( τότε

     εμβ.(Α(Β)=εμβ.(Α)+εμβ.(Β)
	1)   Ρ(Α)(0   ,   Ρ(Ω)=1

2)   Αν Α(Β=( τότε 

       Ρ(Α(Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)


!!!



                                                       …    ……

Μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του κύκλου χρησιμοποιόντας μόνο γραμμικά σχήματα π.χ ορθογώνια ή ενώσεις ορθογωνίων;
Προφανώς όσο πιο λεπτά γίνονται τα ορθογώνια, τόσο περισσότερο πλησιάζουμε το εμβαδόν του κύκλου.…Στην οριακή κατάσταση έχουμε το εμβαδόν του κύκλου.

Γίνεται λοιπόν αντιληπτό ότι για να υπολογίσουμε το εμβαδόν του Α πρέπει να προσθέσουμε ένα αξίωμα (επέκταση του 2) ):

ΑΞΙΩΜΑ : Αν Α1,Α2,…,Αν είναι μια ακολουθία ενδεχομένων ώστε ανά δύο να είναι ξένα μεταξύ τους (Αi ( Aj =( , i(j ) τότε

Ρ(Α1(Α2(…(Αν)=Ρ(Α1)+Ρ(Α2)+…+Ρ(Αν)                 ( σ- προσθετική )

ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΟΝΤΑΣ ΛΟΙΠΟΝ ΤΟ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΟ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟ ΤΥΧΑΙΟ ΠΕΙΡΑΜΑ ΚΑΤΑΛΗΞΑΜΕ ΣΤΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ  KOLMOGOROV
ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Υπάρχει μια περίπτωση τυχαίου φαινομένου στην Κβαντομηχανική όπου η προσθετική ιδιότητα φαίνεται να μην ισχύει.

Παρακολουθήστε το παρακάτω σχήμα:

                                                       (δ1)                                     (δ2)

                                                                                                            Μ

                                                         Α



                                                        Β

Αν θεωρήσουμε μια πηγή μονοενεργιακών ηλεκτρονίων και δύο διαφράγματα (δ1) και (δ2) όπως στο σχήμα, και κλείσουμε την οπή Β, τότε ένα ηλεκτρόνιο θα χτυπήσει ένα σημείο του διαφράγματος (δ2) που ανήκει στο υποσύνολο Μ, με πιθανότητα ΡΑ(Μ). Όμοια αν κλείσουμε την οπή Α, η πιθανότητα να φτάσει το ηλεκτρόνιο σε ένα σημείο του Μ είναι ΡΒ(Μ). Αν και οι δύο οπές είναι ανοικτές, τότε έχει βρεθεί πειραματικά ότι : ΡΑήΒ(Μ) ( ΡΑ(Μ)+ΡΒ(Μ)

Τέλος, ας αναφέρουμε ότι όλο το πιο πάνω σκηνικό μπορεί να πάρει και την μονοδιάστατη μορφή του αντικαθιστώντας το Ω=[0,1] κ.λ.π

    Α                     Κ           Μ               Λ                   Β

Η πιθανότητα το Μ να εκλεγεί από το υποδιάστημα  ΚΛ είναι :

Ρ=(μήκος ΚΛ) / (μήκος ΑΒ)

Τώρα πια με την βοήθεια των διαγραμμάτων του Venn  μπορούμε να δείξουμε όλες τις ιδιότητες των πιθανοτήτων.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ
Με βάση το παρακάτω σχήμα μπορούμε να επαληθεύσουμε τις σχέσεις:


Α                                                     Β                (Α(Β΄ )((Α(Β) =Α              (1)


                                                                           (Α΄(Β )((Α(Β) =Β              (2)

                                                                          (Α(Β΄ )((Α΄(Β) =(             (3)

         Α(Β΄      Α(Β         Α΄(Β                      (Α(Β΄ ) (Α  και (Α΄(Β) (Β     (4)

                                                                          (Α(Β) (Α και (Α(Β)(Β       (5)
                                                                           Α (Α(Β  και Β (Α(Β          (6)

Μας είναι ήδη γνωστές οι σχέσεις :

0 ( Ρ(Α) ( 1   και  Α ( Β ( Ρ(Α) ( Ρ(Β)                    Α , Β ενδεχόμενα

· Μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι :

	1) Ρ(Α(Β΄ )= Ρ(Α) - Ρ(Α(Β)

και Ρ(Α΄(Β)= Ρ(Β) - Ρ(Α(Β)

2) Ρ[(Α΄(Β)((Α΄(Β)]= Ρ(Α΄(Β)+Ρ(Α(Β΄)=

=Ρ(Α)+Ρ(Β)-2Ρ(Α(Β)

3) Ρ(Α)( Ρ(Α(Β)   και   Ρ(Β)(Ρ(Α(Β)

4) Ρ(Α(Β) ( Ρ(Α)   και   Ρ(Α(Β) ( Ρ(Β)

5) Προφανώς Ρ(Α(Β)( max{Ρ(Α) , Ρ(Β)}   και              Ρ(Α(Β)( min{Ρ(Α) , Ρ(Β)}

6) Ακόμα : 

max{0 , Ρ(Α)+Ρ(Β)-1} ( Ρ(Α(Β) ( min{Ρ(Α) , Ρ(Β)} 


	Λόγω της (1)…

Λόγω της (2)…

Λόγω των προηγούμενων…

Λόγω των (6)…

Λόγω των (5)…




ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ 1η: ΣΤΟΥΣ ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΟΥΣ ΧΩΡΟΥΣ-ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ
1) Ρίχνουμε δύο ζάρια και μας ενδιαφέρουν οι ενδείξεις τους. Να βρείτε τον 

      δειγματικό χώρο και το σύνολο των ενδεχομένων. Μετά να εκφράσετε τα 

      ενδεχόμενα :

Α: " το άθροισμα των ενδείξεων είναι ίσο με 6 "

Β: " και τα δύο ζάρια δείχνουν τις ίδιες ενδείξεις "

Γ: " τουλάχιστον μια ένδειξη είναι διαιρετή με το 2 "

2) Ρίχνουμε δύο νομίσματα. Να βρείτε το δειγματικό χώρο.

3) Δύο διακεκριμένες σφαίρες τοποθετούνται τυχαία σε 4 κουτιά. Να περιγραφεί ο δειγματικός χώρος του πειράματος.

4) 4 αντικείμενα ω1 , ω2 , ω3 , ω4 ελέχονται αν είναι ελαττωματικά ή όχι. Βρείτε τον δειγματικό χώρο. Αν ορίσουμε τα ενδεχόμενα :

     Α:"τουλάχιστον 1 από τα 4 αντικείμενα που ελέγχθηκαν είναι ελαττωματικό "

     Β: "όλα τα αντικείμενα είναι μη ελαττωματικά"

     Γ: "ακριβώς δύο από τα αντικείμενα είναι ελαττωματικά"

     να ερμηνεύσετε τα παρακάτω ενδεχόμενα:

     Α(Β   ,   Α(Β   ,   Α(Γ   ,   Α(Γ

5) Ένα δοχείο περιέχει ν αντικείμενα, από τα οποία κ είναι ελαττωματικά. Να βρεθεί ο δειγματικός χώρος για καθένα από τα παρακάτω πειράματα τύχης.

· Δύο αντικείμενα ανασύρονται τυχαία χωρίς επανάθεση.

· Δύο αντικείμενα ανασύρονται τυχαία με επανάθεση.

· Ανασύρουμε αντικείμενα χωρίς επανάθεση, μέχρι να ανασύρουμε ένα ελαττωματικό.

· Ανασύρουμε αντικείμενα με επανάθεση , μέχρι να ανασύρουμε ένα ελαττωματικό.

6) Ένα δοχείο περιέχει 10 σφαίρες, αριθμημένες από το 1 μέχρι το 10. Επιλέγουμε τυχαία δύο σφαίρες με επανάθεση. Να περιγραφεί ο δειγματικός χώρος, και το ενδεχόμενο Α: " ο αριθμός της δεύτερης σφαίρας να είναι μεγαλύτερος από τον αριθμό της πρώτης σφαίρας "

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ 2η: ΣΤΟΥΣ ΤΥΠΟΥΣ ΤΩΝ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ

1) Αν Ω={α1 , α2 , α3 , α4 , α5 } σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις το Ω είναι δειγματικός χώρος;

· Ρ(α1)=1/3   ,   Ρ(α2)=Ρ(α5)=1/10   ,   Ρ(α3)= Ρ(α4)=5/12 

· Ρ(α1)=-1/4   ,   Ρ(α2)=Ρ(α3)=Ρ(α4)=1/4   ,   Ρ(α5)=1/2

· Ρ(α1)=1/4   ,   Ρ(α2)=1/5   ,   Ρ(α3)=1/4   ,   Ρ(α4)=1/20   ,   Ρ(α5)=1/4

2) Αν Ω={ω1 , ω2 , ω3 , ω4 } είναι ένας δειγματικός χώρος και Ρ(ω1)=30% , Ρ(ω2)=40% , Ρ(ω3)=2Ρ(ω4) , βρείτε τις πιθανότητες των

· ω3 , ω4
· Α΄ , Β΄ , Α(Β , Α(Β , (Α(Β)΄ , (Α(Β)΄ , Α΄(Β , Α(Β΄ 

3) Να εξηγήσετε γιατί οι παρακάτω εκφράσεις είναι λάθος

· Η πιθανότητα να πάω εκδρομή είναι 0,16 και να μην πάω εκδρομή είναι 0,74

· Η πιθανότητα να πάω εκδρομή είναι 1/7 και να πάω εκδρομή και κινηματογράφο 1/6

· Η πιθανότητα να πάω εκδρομή είναι 15% και να μην πάω εκδρομή ή κινηματογράφο 10%

4) Η πιθανότητα να πετύχει καλάθι ένας μπασκετμπολίστας είναι 30% , ενώ η πιθανότητα να μην πετύχει καλάθι ένας άλλος είναι 40% και η πιθανότητα να πετύχει καλάθι ένας τουλάχιστον από τους δύο είναι 90%. Βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου (Α(Β)΄

5) Σε ένα συνέδριο το 35% είναι Ασιάτες , το 55% είναι Χριστιανοί και το 20% είναι Ασιάτες και Χριστιανοί. Επιλέγουμε τυχαία έναν. Ποια η πιθανότητα του ενδεχομένου Α: " δεν είναι Ασιάτης ούτε Χριστιανός "

6) Αν Ρ(Α)=0,2  ,  Ρ(Β)=0,5  ,  Ρ(Α(Β)=0,1 να βρείτε την Ρ(Α΄(Β)

7) Αν Ρ(Α(Β)=0,1  ,  Ρ(Β')=0,8 βρείτε τις Ρ(Α΄(Β) και Ρ(Α(Β΄ )

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ 3η: "ΕΙΔΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ"
1) Ο γυμναστής τοποθετεί 6 μαθητές στην γραμμή. Ποια η πιθανότητα ο Αλεξίου να μην είναι τελευταίος;

2) Το 40% των υπαλλήλων μιας εταιρείας διαβάζει εφημερίδες , το 30% διαβάζει περιοδικά και το 10% διαβάζει και εφημερίδες και περιοδικά. Επιλέγουμε τυχαία έναν υπάλληλο. Ποια η πιθανότητα:

· Να διαβάζει εφημερίδες ή περιοδικά;

· Να διαβάζει εφημερίδες και όχι περιοδικά;

· Να διαβάζει περιοδικά και όχι εφημερίδες;

· Να διαβάζει μόνο εφημερίδες ή μόνο περιοδικά;

· Να μην διαβάζει ούτε εφημερίδες ούτε περιοδικά;

3) Ποια η πιθανότητα μια οικογένεια με 3 παιδιά να έχει τουλάχιστον ένα αγόρι;

4) Έ να λεωφορείο με 15 επιβάτες εκτελεί μια διαδρομή με 25 στάσεις. Βρείτε την πιθανότητα:

· Όλοι οι επιβάτες να αποβιβαστούν σε διαφορετικές στάσεις

· Τουλάχιστον 2 επιβάτες να αποβιβαστούν στην ίδια στάση

· Ακριβώς 2επιβάτες να αποβιβαστούν στην ίδια στάση

· Το πολύ 2 επιβάτες να αποβιβαστούν στην ίδια στάση

· Όλοι οι επιβάτες να αποβιβαστούν στην ίδια στάση

5) Πόσες φορές τουλάχιστον πρέπει να ρίξουμε ένα ζάρι ώστε η πιθανότητα του ενδεχομένου  Α: "να φέρουμε ένα τουλάχιστον 6 " να είναι μεγαλύτερη ή ίση του 3/4

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ 4η:ΧΩΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΣΥΝΟΛΟΥ ΣΕ ΟΜΑΔΕΣ
1) Ένα τμήμα μαθητών αποτελείται από 10 μαθητές και 8 μαθήτριες. Θέλουμε να σχηματίσουμε μία 5-μελή επιτροπή επιλέγοντας τυχαία τα 5 άτομα. Ποια είναι η πιθανότητα  των ενδεχομένων:

Α: " η επιτροπή να περιέχει ακριβώς μια μαθήτρια "

Β: " η επιτροπή να περιέχει τουλάχιστον μια μαθήτρια "

Κατά πόσους τρόπους μπορούμε τους 18 μαθητές να τους χωρίσουμε σε τρεις ισοπληθείς ομάδες;

2) Πάνω σε ένα τραπέζι βρίσκονται 7 βιβλία με άσπρο εξώφυλλο και 3 όμοια βιβλία με μαύρο εξώφυλλο. Εκλέγουμε τυχαία 4 βιβλία. Ποια είναι η πιθανότητα των ενδεχομένων:

Α: " τα 3 από τα 4 βιβλία που πήραμε να είναι με μαύρο εξώφυλλο "

Β: " τα 2 από τα 4 βιβλία που πήραμε να είναι με μαύρο εξώφυλλο "

( απαντ:  1/30   ,   0,3 )

3) Τρεις φίλοι, ο Γιώργος , ο Γιάννης και ο Νίκος παίρνουν 3 λαχνούς τον ένα 

       μετά τον άλλο μέσα από μια κληρωτίδα που έχει 10 λαχνούς αριθμημένους 

       από το 1 έως το 10, και με την ίδια σειρά που αναφέρονται τα ονόματά τους. 

       Βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:

       Α: " Ο Γιάννης να πάρει λαχνό μεγαλύτερο του Νίκου "

       Β: " Ο Γιάννης να πάρει το μεγαλύτερο λαχνό και ο Νίκος το μικρότερο "

       Ποιος έχει από τους τρεις την μεγαλύτερη πιθανότητα να τραβήξει τον

       μεγαλύτερο λαχνό; Αυτός που παίρνει πρώτος , δεύτερος ή τρίτος;

       (απαντ: 0,5   ,    16,6%   ,   33,3%   ,   ίδια πιθανότητα )

4)   Ένα κουτί περιέχει 12 όμοιες λάμπες φωτισμού από τις οποίες 3 είναι καμμένες. Εκλέγουμε στην τύχη 2 λάμπες. Βρείτε την πιθανότητα των ενδεχομένων:

Α: " να μην είναι καμμία λάμπα καμμένη "

Β: " να είναι μόνο μία καμμένη "

Γ: " να είναι μία τουλάχιστον καμμένη "

Δ: " να είναι το πολύ μία καμμένη "

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ 5η: ΔΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ

· Όταν επιλέγουμε ρ - αντικείμενα από μια κάλπη που περιέχει ν αντικείμενα 

      ( κ - κίτρινα και μ - μαύρα ) , χωρίς επανάθεση , η πιθανότητα να πάρουμε α - 

      κίτρινα και β - μαύρα είναι:

  όταν δεν μας ενδιαφέρει η σειρά που εξάγονται και,


όταν ενδιαφέρει η σειρά που εξάγονται ( εδώ σαν παράδειγμα σειράς εξαγωγής θεωρήσαμε την ΚΚΜΜΜΚΜ )

· Όταν η προηγούμενη δειγματοληψία γίνει με επανάθεση τότε :
Αν δεν παίζει ρόλο η σειρά έχουμε :


     Αν παίζει ρόλο η σειρά έχουμε :


( εδώ σαν παράδειγμα σειράς εξαγωγής θεωρήσαμε την ΚΚΜΜΜΚΜ )

1) Ένα δοχείο περιέχει 6 πράσινες , 4 κόκκινες και 3 μπλέ όμοιες σφαίρες. Οι πράσινες είναι αριθμημένες από το 1-6 , οι κόκκινες από 1-4 και οι μπλέ από 1-3. Παίρνουμε συγχρόνως από το δοχείο 3 σφαίρες. Να βρείτε την πιθανότητα των παρακάτω ενδεχομένων:

Α: " να έχουμε πάρει 3 σφαίρες του ίδιου χρώματος "

Β: " να έχουμε πάρει μια σφαίρα από κάθε χρώμα "

Γ: " να έχουμε πάρει 3 σφαίρες με τον ίδιο αριθμό "

2) Δύο κάρτες εκλέγονται τυχαία από ένα σύνολο 10 καρτών αριθμημένων από 1-10. Βρείτε την πιθανότητα του ενδεχομένου:

Α: " το άθροισμά τους είναι περιττός αριθμός " , αν 

· Οι δύο κάρτες εκλέγονται ταυτόχρονα

· Οι δύο κάρτες εκλέγονται η μια μετά την άλλη χωρίς επανάθεση.

· Οι δύο κάρτες εκλέγονται η μια μετά την άλλη με επανάθεση

( απαντ:    0,555    ,   0,555   ,   0,5 )

3)   Πέντε παντρεμένα ζευγάρια βρίσκονται σε μια αίθουσα. 

· Εκλέγονται τυχαία δύο άτομα. Βρείτε την πιθανότητα των ενδεχομένων:

Α: " να αποτελούν ζευγάρι "

Β: " να μην αποτελούν ζευγάρι "

· Εκλέγονται τυχαία τέσσερα άτομα. Βρείτε την πιθανότητα των ενδεχομένων:

Γ: " να εκλεγούν δύο παντρεμένα ζευγάρια "

Δ: " να μην υπάρχει παντρεμένο ζευγάρι "

Ε: " να υπάρχει ακριβώς ένα παντρεμένο ζευγάρι "

( απάντ:   1/9   ,   5/9   ,   1/21   ,   8/21   ,   12/21 )

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  6η: ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ

1) Αν Ρ(Α)=3/4 και Ρ(Β)=3/8 δείξτε ότι α) Ρ(Α(Β) ( 3/4 και β) 1/8 (Ρ(Α(Β)(3/8

2) Αν Ρ(Α)=3/8 και Ρ(Β)=1/2 , δείξτε ότι: 1/2 ( Ρ(Α(Β) ( 7/8

3) Δείξτε ότι: Ρ(Α(Β) ( Ρ(Α)-Ρ(Β΄ )

4) Αν Ρ(Α)=1/3 και Ρ(Β)=1/4 βρείτε την μικρότερη και μεγαλύτερη τιμή για τις πιθανότητες Ρ(Α(Β) και Ρ(Α(Β)

5) Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος με πεπερασμένο πλήθος στοιχείων και Α,Β(Ω. Αν Ρ(Α΄)(0,28 και Ρ(Β΄)(0,71 δείξτε ότι:

α) Ρ(Α(Β)(1,01-Ρ(Α(Β) και 

β) τα ενδεχόμενα Α , Β δεν είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.

6) Αν για τα ενδεχόμενα Α , Β του δειγματικού χώρου Ω είναι Ρ(Α)=2/3 και Ρ(Β)=1/2 α) Να εξετάσετε αν τα Α , Β είναι ασυμβίβαστα και β) Να αποδείξετε ότι: Ρ(Α΄(Β) ( 1/3

7) Αν για τα ενδεχόμενα Α , Β του δειγματικού χώρου Ω είναι Ρ(Α)=1/2 , Ρ(Α(Β)=3/4, δείξτε ότι: 1/4 ( Ρ(Β) ( 3/4

8) Αν Α , Β , Γ είναι τρία ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω, δείξτε ότι:

α) 1-Ρ(Α΄(Β΄(Γ΄ ) ( Ρ(Α)+Ρ(Β)+Ρ(Γ) ( 2+Ρ(Α(Β(Γ)

β) 2Ρ(Α(Β(Γ) ( Ρ(Α΄ )+Ρ(Β΄ )+Ρ(Γ΄ )

ΥΠΟΔΕΙΞΗ :

· 1-Ρ(Α΄(Β΄(Γ΄ )=1-Ρ[(Α(Β)΄(Γ΄]=1-Ρ[(Α(Β(Γ)΄ ]=Ρ(Α(Β(Γ) ( (Ρ(Α)+Ρ(Β)+Ρ(Γ)

· 2Ρ(Α(Β(Γ)=2+Ρ[(Α(Β)(Γ]=2+Ρ(Α(Β)+Ρ(Γ)-Ρ[(Α(Β)(Γ] Έτσι η προς απόδειξη γράφεται: …

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ  7η: ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΕΣ ΓΕΝΝΗΣΗΣ

1) Να βρείτε την πιθανότητα 5 άτομα να έχουν γενέθλια 

· Την ίδια ημερομηνία

· Διαφορετικές ανά δύο ημερομηνίες

· Τα δύο τουλάχιστον την ίδια ημερομηνία

2) Σε μια ομάδα 5 ατόμων α1 , α2 , α3 , α4 , α5 , ποια είναι η πιθανότητα 

· Τα α1 , α2 , α3 να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία , ενώ τα α4 , α5 σε δύο άλλες διαφορετικές μεταξύ τους ημερομηνίες.

· Τα 3 από τα 5 άτομα να έχουν γεννηθεί την ίδια ημερομηνία , ενώ τα άλλα δύο, σε δύο άλλες διαφορετικές μεταξύ τους ημερομηνίες.

3) Ποια είναι η πιθανότητα από δύο άτομα το ένα να έχει γεννηθεί στις 15 

      Δεκεμβρίου και το άλλο μια μέρα του Νοεμβρίου;

4) Ποια είναι η πιθανότητα τουλάχιστον 2 από 5 άτομα να έχουν γενέθλια την

      ίδια μέρα της εβδομάδας;

ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ *** ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ


                                                                                                          Β  

            A                             Ω   

  ΜΗ - ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΗ                                                                                                                                               

 ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ ΤΟΥ Α         Α(Β                                             Ω

 Ρ(Α)                                                            Α                          Β

                                               ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

                                                     ΤΟΥ Α ΔΟΘΕΝΤΟΣ ΤΟΥ Β : Ρ(Α/Β)

· Η δεσμευμένη πιθανότητα αποτελεί μια από τις βασικότερες έννοιες της θεωρίας των πιθανοτήτων. Αναφέρεται σε τυχαία πειράματα στα οποία έχουμε μερική πληροφόρηση για το αποτέλεσμα του πειράματος. Ας παρακολουθήσουμε τα παρακάτω παραδείγματα:

· ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 :

Αναρρίπτουμε τρία αμερόληπτα νομίσματα. Ζητείται η πιθανότητα να εμφανισθούν τρεις κεφαλές, αν γνωρίζουμε ότι το πρώτο νόμισμα έφερε κεφαλή.

ΛΥΣΗ : Προφανώς ο δ.χ είναι 

Ω={ ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ }

Η μερική πληροφόρηση ότι το πρώτο νόμισμα έχει φέρει κεφαλή μας περιορίζει τον δ.χ στον

Ω*={ ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ }

Στον καινούργιο  δ.χ έχουμε μόνο μία ένδειξη με τρεις κεφαλές και άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι: Ρ(ΚΚΚ)=1/4

( παρατηρήστε ότι η μη δεσμευμένη πιθανότητα είναι 1/8 )

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 : ( με μεγαλύτερο διαισθητικό βάθος στην κατανόηση της 

                                    δεσμευμένης πιθανότητας )

Ας ξαναγυρίσουμε στο γνωστό μας παράδειγμα, το τυχαίο πείραμα της βροχής.

Έχουμε ήδη παρατηρήσει ότι σε ν πειράματα (ν σταγόνες ) το σύνολο Κ θα χτυπηθεί από Νσ(Κ) σταγόνες, που η αναλογία τους ως προς το πλήθος Νσ(Ω) των σταγόνων που θα χτυπήσει το σύνολο Ω, θα είναι περίπου ίση με την αναλογία των εμβαδών τους δηλ.

Νσ(Κ) / Νσ(Ω)= εμβ.(Α) / εμβ.(Ω)= c.εβμ.(Α)

Αν τώρα θεωρήσουμε το ιδεατό πείραμα της ομοιόμορφης βροχήςγεωμετρικών σημείων και εμβ.(Ω)=1 , τότε Ρ(Α)= εμβ.(Α) = lim[Νσ(Κ) / Νσ(Ω)]

Ας υποθέσουμε τώρα ότι τοποθετούμε πάνω από τον δ.χ Ω ένα διάφραγμα Δ που αφήνει να περνούν από το άνοιγμα μόνο γεωμετρικά σημεία.

Η τοποθέτηση τώρα αυτού του διαφράγματος ισοδυναμεί με την μερική πληροφόρηση, ότι μόνο το ενδεχόμενο Β μπορεί να χτυπηθεί από τα γεωμετρικά σημεία, δηλ. το Β έχει εμφανισθεί. 

Αν τώρα αναρωτηθούμε ποια είναι η πιθανότητα του Α κάτω από τις νέες αυτές συνθήκες, γίνεται διαισθητικά αντιληπτό, ότι μόνο ένα μέρος του Α μπορεί να χτυπηθεί, το Α(Β. Άρα αν ΡΒ είναι η νέα πιθανότητα του Α, δοθέντος ότι περνούν μόνο από το Β γεωμετρικά σημεία, θα έχουμε:

ΡΒ= Ρ(Α/Β)=Νσ(Α(Β) / Νσ(Β)=εμβ.(Α(Β) / εμβ.(Β)=Ρ(Α(Β) / Ρ(Β)

Έτσι προκύπτει ο παρακάτω ορισμός της δεσμευμένης πιθανότητας:

ΟΡΙΣΜΟΣ : Αν Α , Β ( Ω είναι δύο ενδεχόμενα του δ.χ Ω με Ρ(Β)>0, τότε η πιθανότητα ΡΒ=Ρ(Α/Β)=Ρ(Α(Β) / Ρ(Β) λέγεται δεσμευμένη πιθανότητα με δεδομένο το Β.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :

1.   Από τον ορισμό εύκολα προκύπτει ο πολλαπλασιαστικός νόμος : 

     Ρ(Α(Β)=Ρ(Α/Β).Ρ(Β)=Ρ(Β/Α).Ρ(Α)

2. Από το τυχαίο πείραμα της βροχής των γεωμετρικών σημείων καταλαβαίνουμε ότι κάθε πιθανότητα μπορεί να θεωρηθεί σαν μια δεσμευμένη πιθανότητα.

3. Η ΡΒ, εύκολα αποδεικνύεται ότι πληρεί όλες τις ιδιότητες της πιθανότητας.

4. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ
Αν Α , Β , Γ είναι τρία ενδεχόμενα με Ρ(Β(Γ)>0 , τότε:

      Ρ(Α/Β/Γ)=ΡΓ(Α/Β)=ΡΓ(Α(Β) / ΡΓ(Β)=[Ρ(Α(Β(Γ)/Ρ(Γ)] / [Ρ(Β(Γ)/Ρ(Γ)]= 

      =Ρ(Α(Β(Γ) / Ρ(Β(Γ)=Ρ(Α/Β(Γ)

· δηλ. Ρ(Α/Β/Γ)=Ρ(Α/Β(Γ)   ,   με Ρ(Β(Γ)>0

5. ΔΕΝΔΡΟΔΙΑΓΡΑΜΜΑ :

Ας θεωρήσουμε ένα τυχαίο πείραμα με δύο δυνατά αποτελέσματα. Για παράδειγμα ας πάρουμε την ανάρριψη ενός όχι αναγκαία αμερόληπτου νομίσματος 3 φορές. Τότε ο δ.χ θα είναι

Ω*=ΩΧΩΧΩ  όπου  Ω={ Κ , Γ } δηλ.

Ω*={ ΚΚΚ , ΚΚΓ , ΚΓΚ , ΚΓΓ , ΓΓΓ , ΓΓΚ , ΓΚΓ , ΓΚΚ }

Τον δ.χ αυτόν μπορούμε να τον παραστήσουμε με ένα δενδροδιάγραμμα ως εξής:


                                                                  Κ    ΚΚΚ

                                               Ρ(Κ/ΚΚ)

                                         Κ             

                                                       Ρ(Γ/ΚΚ)

                         Ρ(Κ/Κ)                                Γ  ΚΚΓ
                   Κ                                             Κ    ΚΓΚ

      Ρ(Κ)            Ρ(Γ/Κ)    Γ    Ρ(Κ/ΚΓ)               

Α                                                                                 

Ρ                                             Ρ(Γ/ΚΓ)       Γ  ΚΓΓ 

Χ     Ρ(Γ)                                    Ρ(Κ/ΓΚ)  Κ  ΓΚΚ                                                                        

Η                         Ρ(Κ/Γ)  Κ

                    Γ                           Ρ(Γ/ΓΚ)     Γ  ΓΚΓ

                          Ρ(Γ/Γ)     Γ    Ρ(Κ/ΓΓ)     Κ  ΓΓΚ

                                                 Ρ(Γ/ΓΓ)    

                                                                    Γ  ΓΓΓ

                  1η ρίψη          2η ρίψη             3η ρίψη

Οι πιθανότητες για κάθε κλάδο και για κάθε δοκιμή πρέπει να έχουν άθροισμα 1. Έτσι:

Ρ(Κ)+Ρ(Γ)=1   ,   Ρ(Κ/Κ)+Ρ(Γ/)=1   ,   Ρ(Κ/Γ)+Ρ(Γ/Γ)=1   ,   κ.λ.π.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  3 : Ένα κουτί περιέχει 10 κόκκινες (Κ) και 5 λευκές (Λ) σφαίρες Επιλέγουμε μια σφαίρα και αφού την αντικαταστήσουμε με μια του άλλου χρώματος, ξαναεπιλέγουμε μια σφαίρα. Ποια είναι η πιθανότητα να πάρουμε κόκκινη σφαίρα;

ΛΥΣΗ :

	                                                    ΚΚ

                             3/5

                         Κ

       2/3                        2/5          ΚΛ

                                                    ΛΚ

            1/3           11/15

                         Λ

                                      4/15   

                                                   ΛΛ 


	Ρ(Κ)=2/3   ,   Ρ(Λ)=1/3

Ρ(Κ/Κ)3/5  ,  Ρ(Λ/Κ)=2/5

Ρ(Κ/Λ)=11/15

Ρ(Λ/Λ)=4/15

Έτσι η ζητούμενη πιθανότητα είναι:

Ρ(Κ)=Ρ(Κ/Κ)Ρ(Κ)+Ρ(Κ/Λ)Ρ(Λ)=

=Ρ(ΚΚ)+Ρ(ΛΛ)=

=(2/3).(3/5)+(1/3).(10/15)=…




ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  4 : Τρία άτομα α , β , γ ρίχνουν ένα αμερόληπτο νόμισμα ο ένας μετά τον άλλον, με την σειρά που αναφέρονται. Κερδίζει όποιος φέρει πρώτος "Κ". Ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει ο Α;

ΛΥΣΗ :

	
                      Γ              Γ                   Γ                  Γ                  Γ             Γ   …

                     Κ              Κ                  Κ                 Κ                  Κ            Κ

                      α               β                     γ                   α                  β               γ  …

Ρ( ο α να κερδίσει)=(1/2)+(1/2)4+(1/2)7+…+=(1/2) / [1-(1/2)3]=4/7


ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 

Η ανεξαρτησία είναι εκείνη η έννοια που κάνει την θεωρία πιθανοτήτων κάτι παραπάνω από την θεωρία του Μέτρου.

Όταν λέμε ότι δύο ενδεχόμενα Α , Β είναι ανεξάρτητα εννοούμε ότι η εμφάνιση του ενός δεν έχει επίδραση στην εμφάνιση του άλλου. 

Έχουμε ήδη δει στην δεσμευμένη πιθανότητα ότι γενικά η δεσμευμένη πιθανότητα ΡΒ(Α)=Ρ(Α/Β) του ενδεχομένου Α με δεδομένο το Β δεν ισούται με την απόλυτη πιθανότητα του Α, την Ρ(Α). Αν όμως συμβαίνει Ρ(Α/Β)=Ρ(Α) , τότε η εμφάνιση του ενδεχομένου Β δεν επιρρεάζει την πιθανότητα του ενδεχομένου Α και επομένως η πληροφορία ότι το γεγονός Β έχει πραγματοποιηθεί δεν μας επιτρέπει να βγάλουμε κανένα συμπέρασμα για την πιθανότητα εμφάνισης του Α.

Ας παρακολουθήσουμε μια εποπτική προσέγγιση: (το γνωστό παράδειγμα της βροχής )




           Διάφραγμα                                                                      Διάφραγμα


                   Ω

                                                                     Ω

               A                                B                        Α                                       Β
             ΡΒ(Α)=Ρ(Α/Β)                                       ΡΑ(Β)=Ρ(Β/Α)

Από τα παραπάνω σχήματα παρατηρούμε ότι αν Ρ(Α)=εμβ.(Α) και Ρ(Β)=εμβ.(Β) τότε για να ισχύει Ρ(Α/Β)=Ρ(Α) και Ρ(Β/Α)=Ρ(Β) πρέπει:

η αναλογία του εμβαδού του Α σε σχέση με το Ω να είναι η ίδια με την αναλογία του εμβαδού του Α(Β σε σχέση με το Β
δηλ. εμβ.(Α) / εμβ.(Ω) = εμβ.(Α(Β) / εμβ.(Β) και επειδή εμβ.(Ω)=1 έχουμε:

Ρ(Α)=Ρ(Α(Β) / Ρ(Β) =Ρ(Α/Β) Όμοια μπορούμε να βρούμε και :Ρ(Β)=Ρ(Β/Α)

Έτσι τελικά καταλήγουμε στην σχέση: Ρ(Α(Β)=Ρ(Α).Ρ(Β) με Ρ(Α) , Ρ(Β) >0

Γενικεύοντας και για Ρ(Α)==0 ή Ρ(Β)=0 καταλήγουμε στον ορισμό:

ΟΡΙΣΜΟΣ :

Δύο ενδεχόμενα Α , Β λέγονται (στοχαστικά) ανεξάρτητα αν και μόνο αν ισχύει: Ρ(Α(Β)=Ρ(Α).Ρ(Β)

ΣΧΟΛΙΑ :

1. Αν ένα από τα Α ,Β είναι το Ω ή ( τότε τα Α , Β είναι ανεξάρτητα.

2. Αν Α(Β=( και Ρ(Α)>0 , Ρ(Β)>0 , τότε τα Α , Β δεν μπορεί ποτέ να είναι ανεξάρτητα ( αν π.χ χρησιμοποιώντας διάφραγμα με άνοιγμα το Α ή το Β τότε το άλλο ενδεχόμενο δεν δέχεται καθόλου γεωμετρικά σημεία και έτσι από θετική πιθανότητα που είχε πριν την δέσμευση, η πιθανότητά του γίνεται μηδέν μετά την δέσμευση.

3. Αν ( ( Α ( Β και Β(Ω , τότε τα Α , Β δεν μπορεί να είναι ανεξάρτητα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ : (το καλύτερο για να δειχθεί η ανεξαρτησία )

	    Ψ

     1                                                        (1,1)

β                                     

                                                                Α(Β

    Ο                          α                       1         Χ

Α : " το κόκκινο ενδεχόμενο "

Β : " το μπλε ενδεχόμενο "


	Παρατηρούμε ότι:

Ρ(Α)=εμβ.(Α)=α

Ρ(Β)=εμβ.(Β)=β

Ρ(Α(Β)=εμβ.(Α(Β)=αβ

Επομένως ισχύει Ρ(Α(Β)=Ρ(Α).Ρ(Β) και άρα τα ενδεχόμενα Α , Β είναι ανεξάρτητα.

·  Βλέπουμε εδώ ότι  Α(Β ( ( και τα Α , Β είναι ανεξάρτητα.

Στην πραγματικότητα αν Α(Β = (,και επειδή τότε θα είναι Ρ(Α(Β)=0 για να είναι τα Α,Β ανεξάρτητα θα πρέπει

 Ρ(Α)Ρ(Β)=0 ( Ρ(Α)=0 ή Ρ(Β)=0


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ :

Αν τα ενδεχόμενα Α , Β είναι ανεξάρτητα και Ρ(Α)<Ρ(Β)  ,  Ρ(Α(Β)=6/25 και Ρ(Α/Β)+Ρ(Β/Α)=1, να βρείτε τις πιθανότητες Ρ(Α)  ,  Ρ(Β)

ΛΥΣΗ : Αφού Ρ(Α/Β)+Ρ(Β/Α)=1 ( Ρ(Α)+Ρ(Β)=1

Εξ άλλου Ρ(Α(Β)=Ρ(Α).Ρ(Β) ( Ρ(Α).Ρ(Β)=6/25 

Η λύση του συστήματος δίνει: Ρ(Α)=2/5 και Ρ(Β)=3/5

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ :

Δύο φίλοι πρόκειται να συναντηθούν σε κάποιο συγκεκριμένο μέρος μεταξύ 12 το μεσημέρι και 1 μ.μ. Έχουν συμφωνήσει ότι ο πρώτος που θα φτάσει θα περιμένει 15 λεπτά τον άλλον και μετά θα φύγει, αν ο άλλος δεν έχει έρθει στο μεταξύ. Ποια είναι η πιθανότητα να συναντηθούν, αν καθένας επιλέγει τυχαία την στιγμή άφιξής του στον τόπο του ραντεβού στο διάστημα 12 το μεσημέρι με 1 μ.μ.;

ΛΥΣΗ :

	  

   Ψ

      1                                 (1,1)

     ψ              (χ,ψ)

    Ο            χ                  1                   Χ
	  Ψ

    1                               (1,1)

  1/4

    Ο         1/4                    1                  Χ




Αν Α είναι ο ένας και Β ο άλλος, τότε η τυχαία προσέλευση των δύο φίλων είναι ένα διατεταγμένο ζευγάρι (χ,ψ) με χ([0,1]  ,  ψ([0,1] δηλ. ο δ.χ είναι το σύνολο των σημείων του τετραγώνου.

Τώρα αρκεί να βρούμε το σύνολο των ευνοϊκών περιπτώσεων.

Αυτές οι ευνοϊκές περιπτώσεις αποτελούν ένα ενδεχόμενο 

Α={ (χ,ψ)(Ω με (χ-ψ( ( 1/4 }

Έτσι το σημείο (χ,ψ) παριστάνει μια ευνοϊκή περίπτωση αν είναι :

·  ψ ( χ  ,  ψ-χ ( 1/4 ( ψ ( χ+1/4 ή

·  χ ( ψ  ,  χ-ψ ( 1/4 ( ψ ( χ-1/4

Δηλαδή οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι όλα τα σημεία (χ,ψ) που βρίσκονται μεταξύ των δύο ευθειών ψ=χ-1/4 και ψ=χ+1/4

Τελικά βρίσκουμε Ρ=7/16

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Αν Α,Β είναι δύο ανεξάρτητα ενδεχόμενα με Ρ(Α)=α και Ρ(Β)=β να δείξετε ότι η πιθανότητα Ρ να μην εμφανισθεί κανένα από τα Α ή Β είναι: Ρ=(1-α)(1-β)

2. Να βρείτε τις πιθανότητες Ρ(Α) , Ρ(Β) αν είναι γνωστό ότι: 

· Τα Α , Β είναι ανεξάρτητα ενδεχόμενα

· Η πιθανότητα της ταυτόχρονης εμφάνισης των Α και Β είναι 1/2.

· Η πιθανότητα να μην εμφανισθεί κανένα από αυτά τα ενδεχόμενα είναι 1/3.

      Είναι οι Ρ(Α) , Ρ(Β) μονοσήμαντα ορισμένες;

3. Αν Ρ(Α(Β)=Ρ(Α).Ρ(Β) και Ρ(Γ) ( 0 , να εξετάσετε αν ισχύει: 

Ρ(Α(Β/Γ)=Ρ(Α/Γ).Ρ(Β/Γ)

4. Μπορεί ένα ενδεχόμενο να είναι ανεξάρτητο από τον εαυτό του;

5. Αν Α , Β είναι δύο ενδεχόμενα με:

      Ρ(Α)=1/4   ,   Ρ(Α(Β)=1/3 και Ρ(Β)=β τότε:

· να βρείτε το β αν τα Α , Β είναι ξένα μεταξύ τους (ασυμβίβαστα)

· να βρείτε το β αν τα Α , Β είναι ανεξάρτητα

· να βρείτε το β αν είναι γνωστό ότι η εμφάνιση του Α συνεπάγεται την εμφάνιση του Β

· Αν Α ( Β ( Ω  και Ρ(Α) > 0 να βρεθεί η Ρ(Β/Α)

· Να δειχθεί ότι Ρ(Α/Β) ( 1-( Ρ(Α΄ ) / Ρ(Β) )

· Αν Ρ(Α/Β)=Ρ(Α/Β΄ ) να δείξετε ότι τα Α , Β είναι ανεξάρτητα ( αφού πρώτα διατυπώσετε τις κατάλληλες συνθήκες )

6. Δείξτε ότι : Α(Β=( ( Ρ(Α) ( Ρ(Β΄ )

7. Ρίχνουμε δύο ζάρια. Βρείτε την πιθανότητα το άθροισμα των ενδείξεων να είναι 11, αν είναι γνωστό ότι η ένδειξη ενός από τα ζάρια είναι 5

8. Ρίχνουμε ένα ζάρι. Να βρείτε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι αριθμός διαιρετός με το 3, αν είναι γνωστό ότι αυτή είναι άρτιος αριθμός.

9. Ένα κουτί περιέχει 5 σφαίρες αριθμημένες από το 1 - 5. Ανασύρουμε τυχαία 3 σφαίρες και μία από αυτές είναι το 5. Να βρεθεί η πιθανότητα η σφαίρα 3 να είναι μεταξύ των τριών ανασυρθέντων.

10. Αν Α , Β είναι δύο ανεξάρτητα ενδεχόμενα δείξτε ότι:

· Τα Α΄ , Β΄ είναι επίσης ανεξάρτητα

· Ρ(Α(Β)=1-Ρ(Α΄ ).Ρ(Β΄ )

11. Να εξετάσετε τις παρακάτω προτάσεις: 

· Α , Β ανεξάρτητα και Α , Γ ανεξάρτητα ( Α , Β(Γ ανεξάρτητα

· Α , Β ανεξάρτητα και Α , Γ ανεξάρτητα και Β(Γ=( ( Α , Β(Γ ανεξάρτητα

· Α , Β ανεξάρτητα και Β , Γ ανεξάρτητα και Α , Β(Γ ανεξάρτητα ( Γ , Α Β ανεξάρτητα.

Από σημειώσεις στο Πανεπιστήμιο
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