
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 

1. ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Ε, ώστε: 
→→→→
ΑΕ−∆Γ=ΓΕ−∆Β . Να 

δείξετε ότι τα σηµεία Α, Β συµπίπτουν. 

 

2. ∆ίνονται τα µη συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ. ∆είξτε ότι:                       

α) Αν Μ είναι τυχαίο σηµείο του επιπέδου το διάνυσµα 

 είναι ανεξάρτητο του Μ                                 

β) ∆εν υπάρχει σηµείο Κ ώστε να ισχύει: 

→→→
ΜΓ⋅−ΜΒ⋅+ΜΑ⋅ 532

ΚΓ⋅=ΚΒΚΑ
→→→

⋅+⋅ 532  

 

 

3. ∆ίνονται τα διανύσµατα  , τα οποία ανά δύο είναι µη 

συγγραµµικά. Αν  , να δείξετε ότι: 

 

→→→
γβα ,,

)2//(β   και    )2//(
→→→→→→
⋅+⋅+ αγγβa

→→→
⋅−⋅−= γαβ 24

 

4. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ∆, Ε, τα µέσα των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ 

αντίστοιχα. Αν ισχύει µε χ+y=2, να δείξετε ότι: 

α) 

 
→→→
ΑΕ⋅+Α∆⋅=ΑΜ yχ

→→
ΒΓ∆Ε//                                                                                                  

β) τα Μ, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

5. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν  , µε  λ ∈ R 

(µεταβλητός) , να αποδείξετε ότι το Μ ανήκει σε µια ευθεία για κάθε 

λ ∈ R. 

→→→
ΑΓ⋅−+ΑΒ⋅−=ΓΜ )1(λλ
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6. ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β, Γ. Να προσδιορίσετε σηµείο Μ 

ώστε:
→→→→

=ΑΓ⋅+ΜΒ+ΜΑ 02  

 

7. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ και Μ σηµείο ώστε  µε 

χ+y =1. Να αποδείξετε ότι τα Μ, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

→→→
ΑΓ+ΑΒ⋅=ΑΜ yx

 

8. Έστω τα µη συγγραµµικά ανά δύο διανύσµατα  µε 

. Να αποδείξετε ότι: . 

→→→
γ , β , α

)//(β  και  )//(
→→→→→→

++ αγγβα
→→→→

=++ 0γβα
 

9. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ. Αν 
→→→
ΑΓ+ΑΒ⋅=ΑΜ λ  µε λ∈R , να δείξετε 

ότι το Μ ανήκει σε µια ευθεία. 

 

10. ∆ίνονται τα σηµεία Α, Β, Γ και κ, λ, µ ∈ R ώστε κ+λ+µ=0. Να 

          αποδείξετε ότι το διάνυσµα  είναι σταθερό. ΜΓ⋅+ΜΒ⋅+ΜΑ⋅
→→

µλκ
 

11. ∆ίνονται τα διανύσµατα =(1,2) και =(2,3). 
→
a

→
β

          α) Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος  και  
→→→

+−= βα 610u
          τη γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα χ΄χ 

          β) Να εκφράσετε το διάνυσµα =(8,13) ως γραµµικό συνδυασµό  

→
v

         των  και . Στη συνέχεια να αναλύσετε το  σε δύο συνιστώσες 
→
a

→
β

→
v

         από τις οποίες η µία να είναι παράλληλη στο  και η άλλη στο . 
→
a

→
β
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12. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(1,5) , Β(-6,3) και Γ(2,1). 

          α) Να υπολογίσετε το µήκος της διαµέσου ΑΜ 

          β) Να δείξετε ότι το διάνυσµα =(λ,λ) , λ∈R είναι παράλληλο µε το 

→
u

               για κάθε λ∈R. 
→
ΑΜ

          γ) Να υπολογίσετε το λ, ώστε 
→→

↑↑ uAM . 

 

13. ∆ίνονται τα σηµεία Α(1,-3/2) , Β(2,-1) και Μ(α, 
2

4−α ) όπου α∈R. 

         α) Να αποδείξετε ότι τα Α , Β , Μ είναι συνευθειακά για κάθε α∈R. 

         β) Αν 
→→
ΑΒ⋅=ΒΜ

3
1   να υπολογίσετε το α. 

         γ) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει τιµή του α έτσι ώστε: 
5

54
<ΟΜ

→
 

 

14. Έστω τα σηµεία Α(χ-y, y) , Β(2χ+y,2y) όπου χ , y∈R. Να βρείτε τα χ ,  

           Y ,  έτσι ώστε το 
→
ABνα σχηµατίζει γωνία 450 µε τον άξονα χ΄χ και  

           2=
→
AB  

15. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α(α,α+2) , Β(β-2,β) , Γ(1,-1) και ∆(0,-2) 

          µε α , β∈R είναι συνευθειακά. 

 

16. Έστω =(1,-2) και =(4,1).  
→
a

→
β

           α) Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος  
→→→

+⋅= βav 2

           β) Να αναλύσετε το διάνυσµα =(3,5) σε δύο συνιστώσες 
→
u
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               παράλληλες προς τα , . 
→
a

→
β

 

17.    Έστω τα σηµεία Α(1,3) και Β(3,2). 

              α) Αν Μ(χ,y) και 
→→
ABAM //  να αποδείξετε ότι χ+y=7 

              β) Αν 
→→

⋅= NBAN 2  να υπολογίσετε τις συν/νες του Ν. 

 

18.    ∆ίνονται τα σηµεία Α(χ,y) και Β(-y,χ) µε χ , y∈R. Να υπολογίσετε τα   

             χ , y∈R έτσι ώστε 28 ⋅=
→
AB  και το  να σχηµατίζει γωνία  

→
OA

            600 µε τον άξονα χ΄χ. 

 

19.  Έστω τα διανύσµατα =(2,-3) και =(1,4). Θεωρούµε τα σηµεία   
→
a

→
β

            Α , Β , Γ ώστε .   
→→→→→→
⋅+⋅=⋅+⋅= βαβ 23ΑΓ  και  32 aAB

           Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος 
→
ΓB . 

 

20. Θεωρούµε το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α και το ύψος του Α∆. 

          Να υπολογίσετε τα παρακάτω γινόµενα: 

           
→→→→→→
ΒΑ⋅ΒΓ⋅ΑΓ⋅ Α∆   3)            ΑΒ   2)               )1 AB

 

21. Έστω τα διανύσµατα ,  µε 
→
a

→
β

3
)(  και  2β  ,  1 ,α

π
β === →→
∧→→

a . Να 

           υπολογίσετε 
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I) το γινόµενο ( +2 )(2 + ).  
→
a

→
β

→
a

→
β

II) το µέτρο του διανύσµατος   3 -2 . 
→
a

→
β

III) το συνηµίτονο της γωνίας )23  ,  23(
→→∧→→

+− ββ aa  

 

22. Έστω τα διανύσµατα  ,  και  ώστε:  
→
a

→
β

→
γ

          

→→→→→→
=+=== γββ α  και  2γ  ,  1a .   

          Ι) Να δείξετε ότι:   και  
→→

⊥ βa

         ΙΙ) Να υπολογίσετε τη γωνία 

∧
→→
),( γα . 

 

23. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα ,   µε   
→
a

→
β

→→
= β334 a    

           και . Να αποδείξετε ότι: )32(
→→→

−⊥ βαα
6

),( πβα =

∧
→→

 

 

 

24. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ και το µέσο ∆ της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι τα  

          σηµεία Μ, που είναι τέτοια ώστε:  02 =ΒΑ⋅∆Μ⋅+ΒΓ⋅∆Μ
→→→→

,  

          ανήκουν σε µια ευθεία. 
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25. Έστω =(-3,4) και =(1,2). Να υπολογίσετε το διάνυσµα 
→
a

→
β

            )(
→→

+→ βαπροβ
α

 

26. ∆ίνεται το σταθερό σηµείο Α. Αν τα σηµεία Ο , Μ είναι τέτοια ώστε:  

          
→→→→

⋅⋅+=+ OMOAOAOM 24
22

 , να αποδείξετε ότι το Μ ανήκει σε 

          έναν κύκλο. 

 

27. ∆ίνονται τα διανύσµατα =(3,4) και =(-1,-2). 
→
a

→
v

          Ι) Να υπολογίσετε το διάνυσµα 
→

→ v
α

προβ  

         ΙΙ) Να αναλύσετε το  σε δύο κάθετες συνιστώσες από τις οποίες η  

→
v

                µία να είναι παράλληλη και η άλλη κάθετη στο  
→
a

 
 

28. Τα διανύσµατα  και  είναι κάθετα και έχουν ίσα µέτρα.  
→
a

→
β

          Θεωρούµε τα διανύσµατα   
→→→→→→
⋅−⋅=⋅+⋅= βλακβλακ v  ,  u

          µε κ, λ∈R. Να δείξετε ότι τα ,  είναι κάθετα και έχουν ίσα µέτρα. 

→
u

→
v

 

29. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ και το µέσο ∆ της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι τα  

         σηµεία Μ, που ικανοποιούν τη σχέση  
→→→→
Γ⋅=⋅ AAMABAM  ,  

         ανήκουν σε µια ευθεία. 
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30. Έστω τα µοναδιαία διανύσµατα  και  µε 
→
a

→
β

6
),( πβα =

∧
→→

. Να  

          υπολογίσετε το συν ) , 2(

∧
→→→→

−+ ββ aa  

 

31. Έστω τα διανύσµατα  , ,  µε    και  
→
a

→
β

→
γ

→→→
=⋅+ γβ2a

          
2

→

→→
==
γ

βα . Να δείξετε ότι: . )4(
→→→
⋅+⊥ βαα

 

32. Έστω το µη µηδενικό διάνυσµα  και το διάνυσµα  µε 
→
a

→
β 1=

→
β  

και 
2
1

=
→

→ βπροβ
α

. Να υπολογίσετε τη γωνία . ),(

∧
→→
βα
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